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Il problema classico della albero 

ricoprente minimo di un grafo pesato G (A, 

U), dove gli archi peso matrice coefficienti 

)( ijcC  ha forma CC T  , 0ijc , 

0iic , dove nji ,..,2,1,  , come è ben 

noto [1 - 3], è quello di trovare un albero 

(nucleo) avente la quantità minima di archi 

peso coefficienti . Diciamo che il problema 

di minimo generalizzato spanning tree, 

CC T   e GVAT ),(  - albero orientato 

(ortree) nel senso di [2, p. 238]. Per questo 

compito, gli algoritmi classici non sono 

applicabili. Nell'articolo viene ridotto al 

problema di programmazione quadratica. 

 

1. I numeri vettore di vertici, la 

risultante albero attraversamento 

Dato un albero T, i cui vertici sono 

numerati n,...,2,1 . Costruiamo il grafico 

albero T, ponendo la parte superiore del 

cerchio in ordine di numero, se si passa in 

senso orario, l'1 ipotizziamo radice [1]. 

Secondo [1] una radice albero binario 

piano avente n vertici, è un vettore di 

dimensione 2 (n-1), che è l'attraversamento 

di alberi ottenuto partendo dal nodo radice 

quando il primo passaggio è messo arco 0, e 

al ripetuto 1. Tuttavia, in questo approccio 

richiede nessun numero di conto dei vertici, 

e quindi non può tener conto dei pesi dei 

bordi. 

Associamo l'albero cime numeri Vector 

T, che si ),...,,( 1221 nvvv , },...,2,1{ nvr  , 

12,1  nr  verificano quando attraversano 

T, partendo dall'alto 1 ( 1121  nvv ), se 

si sposta in senso orario (per la strada 

giusta). Noi chiamiamo questo numero di 

codice albero vettore di vertici. Soddisfa le 

seguenti condizioni: 

1) Ogni elemento non è inferiore a 1 e 

non più di n; 

2) Ogni elemento successivo è diversa 

dalla precedente; 

3) Ogni coppia di valori adiacenti si 

verifica una sola volta; 

4) Se ci sono un paio  , , poi ci sono 

un paio  , . 

Esempio 1. Trovare il codice dalle cime 

degli alberi numeri dati matrice di 

adiacenza: 





















0100

1011

0100

0100

 (1) 

Soluzione. Avere picchi 1, 2, 3, 4 in 

senso orario costruire nervature (1, 3), (2, 

3), (3, 4). Scrivendo il numero di vertici 
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incontrati durante l'attraversamento 

dell'albero in senso orario, partendo da 

quello superiore, si ottiene (1, 3, 2, 3, 4, 3, 

1). 

Risposta: (1, 3, 2, 3, 4, 3, 1) 

Con il codice ),...,,( 1221 nvvv  

compilato in modo univoco matrice 

nn  )12(  binaria )( rjxX  , 










jv

jv
x

r

r

rj
,0

,1
 (2) 

Noi lo chiamiamo la sequenza matrice di 

vertici. In particolare, per un albero (1), 

avrà la forma: 































0001

0100

1000

0100

0010

0100

0001

X  (3) 

Teorema 1. Gli elementi di T dell'albero 

adiacente )( ijaA   espressa in termini di 

elementi di matrice X di formula: 

jk

n

i

kiij xxa 1

22

1







  (4) 

Proof. Se la matrice di adiacenza ** jia  = 

1, allora vi è il valore di r,  


















22

1

*1**1*

*1

*1

1

1

,1**,

n

k

jrrijkki

jr

rirr

xxxx

x

xjviv

 

cioè, l'ultima formula si ottiene lo stesso 

valore. ** jia  = 0 Se non vi è alcun valore di 

r tale che, **, 1 jviv rr    come mezzo 






 
22

1

*1* 0
n

k

jkki xx . 

In particolare, utilizzando la formula (4) 

alla matrice (3), si ottiene 

(1): 100100010001113 a

111000100011031 a

100100011001023 a

101000100110032 a

101001100010034 a

100110010001043 a     

Altri articoli saranno pari a zero. 

2. Riduzione del classico problema della 

albero ricoprente minimo ad una 

programmazione quadratica 

Utilizzando il teorema 1, si dimostra il 

seguente teorema. 

Teorema 2. Il problema della albero 

ricoprente minimo del grafo G si riduce ad 

un problema di programmazione quadratica 

con variabili binarie )( rjxX  , in cui la 

funzione obiettivo 


 


n

j

n

i

ijij caz
1 1

min5,0  (5) 

coefficienti ija  sono calcolati 

utilizzando la formula (4), limiti 

0;1;1
12

11

 




jiij

n

s

sj

n

j

rj aaxx  (6) 

Esempio 2. Trovare l'albero ricoprente 

minimo, se 

























01412

10313

43031

11302

23120

C  (7) 

Soluzione. Introduciamo variabili 

binarie 5,1,9,1,  jrxrj , la formula (4) 

si estendono attraverso questi fattori 

matrice di adiacenza: 

jk

i

kiij xxa 1

8

1





  

Scrivere la funzione obiettivo nella 

forma (5) dove n = 5, aggiungendo vincoli 

(6). Riducendo il numero di 8,2r  

variabili 9111 xx  , pensare e risolvere il 

compito, per esempio, usando l'aggiunta 

complesso Excel Risolutore, vediamo che la 
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matrice di adiacenza di albero ricoprente 

minimo è della forma: 

























01001

10010

00001

01000

10100

A  

Risposta: (1, 3), (1, 5), (2, 4), (4, 5), 

5min z  

3. I numeri vettore di vertici, le 

conseguenti archi fusione ortree 

Un altro approccio per l'albero cime 

codificate da numeri è per produrre una 

),...,,( 2221 niii  sequenza di numeri di archi 

di vertici ),()...,,(),,( 22324321  nn iiiiii  

compresi in un albero diretto, il seguente 

algoritmo. 

Algoritmo 1. Fase 1 è assunto h = 1. 

Passo 2. Se il valore 1h  dell'elemento 

12 hi  è il numero nodo radice, e un valore 

1h  che è uguale al più piccolo dei 

numeri di vertici aventi vertici adiacenti 

2221 ,...,, hiii , numeri non sono in sequenza 

2221 ,...,, hiii . 

Fase 3: Il numero elemento hi2  è 

adiacente alla sommità del pinnacolo 12 hi , 

che non è nella sequenza 1221 ,...,, hiii , e se 

ci sono diversi picchi, il numero più basso. 

Punto 4. Se 1 nh , allora h viene 

incrementato di 1 e passare al punto 2, 

fermata altro. 

Ad esempio, la matrice (1) si ottiene il 

seguente codice dell'algoritmo 1 (1, 3, 3, 2, 

3, 4). Noi chiamiamo questo approccio 

codificato collegando archi. 

Sotto X, la matrice nel caso in cui il 

codice ),...,,( 2221 niii  capirà nn  )22(  

matrice )( pjxX   binaria in cui 












ji

ji
x

p

p

pj
,0

,1
 (8) 

In particolare, per un albero (1), avrà la 

forma: 





























1000

0100

0010

0100

0100

0001

X  (9) 

Teorema 3. Una matrice nn  )22(  

binaria )( jpxX   è una matrice di 

codifica albero T da archi che uniscono, se 

le seguenti relazioni: 

1212  jhjh xx  (10) 

1
1




n

j

jpx  (11) 

1,
22

1

12  




 hxx
h

k

jkjh  (12) 

1
1

1

21 




n

h

jhj xx  (13) 

Il teorema deriva dal fatto che la 

condizione (10) elimina il ciclo, in virtù 

della condizione (11) è uguale al numero di 

archi n-1, a condizione (12), se 

0... 221   jhj xx , che 012  jhx  

fornisce connettività semplice, la 

condizione (13), eliminando loop. 

Per analogia con Teorema 1 

dimostriamo Teorema 4. 

Teorema 4. Gli elementi della matrice di 

)( ijaA   adiacenza ortree T espresso in 

termini di elementi (8) secondo )( pjxX   

la formula della matrice: 

jk

n

k

ikij xxa 2

1

1

12




  (14) 

Ad esempio, la formula (14) per la 

matrice (9), si ottiene: 

100001113 a  

101110032 a  

111000034 a  

I calcoli di altri elementi danno 0ija . 
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4. Riduzione del problema generalizzato 

della albero ricoprente minimo ad una 

programmazione quadratica 

In vista di teoremi 3 e 4 si dimostra il 

seguente teorema. 

Teorema 5. Il problema generalizzato 

della albero ricoprente minimo del grafo G 

si riduce ad un problema di 

programmazione quadratica con variabili 

binarie )( jpxX  , che 


 


n

j

n

i

ijij caz
1 1

min  (15) 

coefficienti sono calcolati secondo la 

formula (14), le restrizioni (10, 11, 12, 13). 

Teorema 5 tiene a seconda del caso 

CC T   e il caso CC T  . 

Esempio 3. Trovare la matrice (7) albero 

ricoprente minimo orientato. 

Soluzione. Introduciamo variabili 

binarie 5,1,8,1,  jpx pj , la formula 

(14) si estendono attraverso queste matrici 

di adiacenza fattori: 

jk

k

ikij xxa 2

4

1

12


  

Scrivi condizione per la funzione 

obiettivo della forma (15), dove n = 5, 

l'aggiunta di restrizione (10 - 13). 

Riducendo il numero 8,2p  di variabili 

111 x , tenendo conto 

015141312  xxxx , e risolvere il 

compito, arriviamo al Spanning Tree 

minima basata matrice di adiacenza: 

























01010

00000

00000

00000

10100

A  

Risposta: (1, 3), (1, 5), (5, 2), (5, 4), 

5min z  

Esempio 4. Trova l'albero di copertura 

minima orientato se 























0394

7045

2906

9810

C  

Soluzione. Introduciamo variabili 

binarie 4,1,6,1,  jpx jp , usiamo la 

formula (14): 

jijijiij xxxxxxa 654321   

Write condizione (15), dove n = 4. 

L'aggiunta di restrizioni (10 - 13): 

12111  xx , 12212  xx , 12313  xx , 

12414  xx , 14131  xx , 14232  xx , 

14333  xx , 14434  xx , 16151  xx , 

16252  xx , 16353  xx , 16454  xx , 

14321  pppp xxxx , 

0)( 211131  xxx , 0)( 221232  xxx , 

0)( 231333  xxx , 0)( 241434  xxx , 

0
4

1

151 
k

kxx , 0
4

1

252 
k

kxx , 

0
4

1

353 
k

kxx , 0
4

1

454 
k

kxx , 

14321  jjjj xxxx . 

Risolvere il compito, si ottiene: 























0100

0000

1000

0010

A  

Risposta: (1, 2), (2, 4), (4, 3), 6min z . 
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