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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Целью настоящего курса лекций является начальное ознакомление студентов с общи-

ми идеями, принципами и законами аналитической механики. В соответствии с принци-
пом разумной достаточности [18] ставится задача упростить изложение аналитической 
механики настолько, насколько это возможно, чтобы все еще достаточно полно изложить 
суть предмета. В связи с этим в качестве объектов изучения рассматриваются только сис-
темы материальных точек с нестационарными, голономными, удерживающими связями. 

По аналитической механике написано много хороших книг, и предлагаемый краткий 
курс ни в коей мере не может их заменить. Однако при подготовке к экзаменам у студен-
тов нет времени работать с большими объемами литературы в поисках ответов на постав-
ленные программой вопросы. В этих условиях полезно иметь под руками краткое изло-
жение основ аналитической механики, представленных с единых методических позиций и 
в одной системе обозначений.  

Особенностью курса является широкое использование величин с индексами и правила 
суммирования по повторяющимся индексам, что существенно сокращает объем и делает 
выкладки более обозримыми.  

Курс лекций читался студентам второго курса КИУЭС (группы УИ-02, УО-02), уже 
знакомым с механикой систем свободных материальных точек и абсолютно твердого тела 
в объеме курса Механика - I. 

Автор надеется, что учебное пособие окажется полезным для студентов, и с интере-
сом ждет отзывов, пожеланий, замечаний и предложений. 

Изучение предлагаемого учебного пособия по аналитической механике, конечно же, 
недостаточно для ее глубокого усвоения. Для дальнейшего изучения рассматриваемых 
вопросов может оказаться полезной приводимая ниже литература. 
 
I. ВВЕДЕНИЕ 

 
Основным объектом изучения аналитической механики является несвободная (с на-

ложенными связями) система материальных точек и твердых тел. Если движения – не-
свободны, то в уравнения второго закона Ньютона необходимо добавить подлежащие оп-
ределению силы реакции со стороны связей, что существенно осложняет получение ре-
шений конкретных задач механики. С другой стороны, наличие связей ограничивает чис-
ло степеней свободы системы, а значит, уменьшает порядок системы дифференциальных 
уравнений, описывающей ее поведение. Основная задача аналитической механики и за-
ключается в разработке методов, позволяющих описать поведение механической системы 
системой дифференциальных уравнений, не содержащих неизвестных реакций связи и 
имеющих наименьший возможный порядок. Таким образом, ставится задача максималь-
ного учета особенностей поведения системы, порождаемых наложенными связями.  

Далее с целью упрощения будут рассматриваться системы, состоящие только из мате-
риальных точек (м.т.), на которые наложены голономные, удерживающие и, в общем слу-
чае, нестационарные связи (классификацию связей см. далее).  
1.1. Классификация связей и обозначения 

Связями называются ограничения, накладываемые на координаты и скорости 
м.т. механической системы. Математически связи выражаются в виде уравнений или 
неравенств, содержащих время, координаты и скорости точек. Связи называются голо-
номными, если они могут быть записаны в виде соотношений, не содержащих про-
изводных от координат (в противном случае связи являются неголономными, т.е. неин-
тегрируемыми). В том случае, когда уравнения связей не содержат явной зависимости от 
времени, связь называется стационарной (соответственно, при наличии этой зависимости 
– нестационарной). В наиболее общем виде нестационарные голономные связи описыва-
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ются системой нелинейных уравнений (m – число наложенных на систему м.т. связей; N-
число м.т. в механической системе):  
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Если число точек N, а число связей m, то число степеней свободы s (число независи-
мых параметров, которыми полностью задается конфигурация системы) равняется: 

.3N- ms =  
Таким образом, индексы, характеризующие отдельные элементы (связи, м.т., их коор-

динаты, их независимая совокупность координат и т.д.) рассматриваемой системы мате-
риальных точек (СМТ), могут изменяться: от 1 до m (например, номера связей); от 1 до N 
(например, номера м.т. или индексы их радиус - векторов); от 1 до 3N (например, номера 
подряд занумерованных координат или проекций скоростей точек м.т., см. ниже), от 1 до 
s (например, номера независимых параметров – обобщенных координат – полностью ха-
рактеризующих конфигурацию системы). Для того чтобы каждый раз не писать пределы 
изменения, закрепим их за определенными индексами: 

.,...1;3,...1;,...,1;2,...,0;,...,1;,...,1;,...,1;3,2,1;3,2,1 mNjNisslsnsk ========= ρνβα
Кроме того, для сокращения обозначений, будем считать, что если индексы где-то напи-
саны, то он пробегает все соответствующие ему значения. Например, 

).,...,(...,),,...,()( 111 NmNi rrfrrfrf rrrrr
=ρ  

В тех немногочисленных случаях, когда индекс требуется фиксировать, будем ставить 
ограничительную черту справа от переменной с индексом. Например, )( irf r  означает 
функцию от радиус-вектора iой точки. 

При применении индексных обозначений оказывается удобным занумеровать коорди-
наты м.т. и проекции, характеризующих их векторов единым образом, например,  

),(),,,...,,,,,(),,,...,,,,,,(),...,,( 3132365432122211121 jNNNNNNN xxxxxxxxxxzyxzyxzyxrrr === −−
rrr

)(),...,(),,,...,,,,,(),...,,()( 3122211121 jNNzNyNxzyxzyxNi FFFFFFFFFFFFFFFF ====
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Используя принятые соглашения, довольно громоздкую систему уравнений (1.1) 

можно записать в одном из следующих видов: 
,0),( =trf i

r
ρ     ,0),,,( =tzyxf iiiρ     .0),( =txf jρ                                  (1.2) 

И, наконец, в дальнейшем, если не оговорено противное, мы будем пользоваться пра-
вилом Эйнштейна о суммировании по повторяющемуся индексу, например:  
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1.2. Виртуальные перемещения и вариации координат 
Виртуальными перемещениями ir

rδ  называются бесконечно малые перемеще-
ния материальных точек системы, 
удовлетворяющие наложенным на 
нее связям, в фиксированный момент 
времени. Виртуальными такие переме-
щения называются потому, что они не 
предполагают наличия движения, а яв-
ляются воображаемыми изменениями 
конфигурации СМТ, удовлетворяющи-
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ми условиям связи (1.1). Например, пусть условия связи задают, что рассматриваемая i ая 
м.т. должна в любой момент времени находиться на некоторой деформирующейся, дви-
жущейся поверхности S(t). Тогда истинное движение м.т. может описываться кривой AB, 
а виртуальные перемещения ir

rδ  в моменты времени 21 , ttt =  стрелочками, как показано 
на рисунке. Таким образом, виртуальные перемещения, в отличие от истинных переме-
щений не есть функции времени. Однако из виртуальных перемещений в каждый момент 
времени можно выбрать такие, что в совокупности они составят некоторую непрерывную 
виртуальную траекторию )(~),(~),(~ tztytx iii (она показана на рисунке пунктирной линией 

BA ′′ ), которая удовлетворяет наложенным на м.т. связям, но ее координаты отличается 
от координат истинного движения точки )(),(),( tztytx iii на бесконечно малые величи-
ны: 
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называемые вариациями координат. Отметим, что вариации координат уже являются 
функциями времени. Мы рассматривали варьирование координат фиксированной i ой ма-
териальной точки, но во многих случаях оказывается полезным одновременное измене-
ние всей совокупности координат СМТ, т.е. варьирование траектории в многомерном 
(3N-мерном) пространстве 

).()(~)( txtxtx jjj −=δ  
Таким образом, вариация координат есть бесконечно малое приращение коорди-

нат точек СМТ от истинного движения к виртуальному, допускаемому связями. 
Введенное понятие вариации позволяет применять широко используемый в аналити-

ческой механике метод варьирования функций, зависящих от координат СМТ и времени. 
Пусть задана некоторая функция координат ),( txf j , тогда согласно формуле Тейлора ва-
риация этой функции определяется соотношением: 

.),(),(),( j
j

jjjj x
x
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=−+=                                      (1.3) 

Поскольку полный дифференциал функции ),( txf j  равняется 
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t
f
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можем написать 
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δ                                                            (1.4) 

1.3. Обобщенные координаты и скорости 
Используя понятие вариации функции координат и времени, накладываемые на вир-

туальные перемещения ограничения, которые обусловлены связями (1.1), теперь можно 
представить в виде 

.0=
∂

∂
j

j

x
x
f
δρ                                                                (1.5) 

В соответствии с (1.5) среди 3N вариаций координат, задающих положение матери-
альных точек механической системы N м.т., только N- ms 3=  оказываются независимы-
ми. Поскольку число независимых величин, задание которых полностью определяет 
конфигурацию СМТ (положение всех ее точек), называется числом степеней свобо-
ды, то в данном случае при наложении на механическую систему m связей оно оказыва-
ется равным s . Очевидно, что параметры, задающие конфигурацию СМТ, не обязательно 
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должны быть декартовыми координатами м.т. Любые s  величин kq , полностью харак-
теризующие положение м.т. системы с s  степенями свободы, называются обобщен-
ными координатами, и могут быть с успехом использованы для описания поведения 

СМТ. Соответственно, производные по времени от обобщенных координат 
•

kq  (в 
дальнейшем, где это оказывается удобным, мы будем полную производную по времени 
обозначать точкой сверху дифференцируемой функции) называются обобщенными 
скоростями. В общем случае многомерное (размерностью s ) пространство, образован-
ное совокупностью обобщенных координат СМТ kq  называется конфигурационным. 

Обобщенные координаты уже оказываются независимыми, несмотря на то, что на 
СМТ наложены внешние связи. Кроме того, их меньше, чем координат м.т. на число свя-
зей m. Поэтому постановка и решение задач механики для СМТ со связями в обобщенных 
координатах упрощается (особенно в том случае, когда размерность конфигурационного 
пространства невелика). Однако задание для СМТ обобщенных координат в некоторый 
момент времени не определяет динамику развития механической системы в последующие 
моменты. Как следует из опыта, только одновременное задание обобщенных координат и 
скоростей позволяется предсказать дальнейшую эволюцию СМТ. С точки зрения матема-
тической постановки задачи это означает, что должны существовать уравнения, позво-
ляющие по значениям обобщенных координат и скоростей рассчитать вторые производ-

ные 
••

kq  (получение последующих производных уже не является проблемой, т.к. соответ-
ствующие уравнения для них могут быть найдены дифференцированием по времени 
уравнений для определения вторых производных). Вывод этих уравнений, называемых 
уравнениями движения, и является одной из основных задач аналитической механики.  

Поскольку по своему определению обобщенные координаты полностью задают кон-
фигурацию СМТ, то по ним могут быть однозначно рассчитаны декартовы координаты 
м.т., т.е должны существовать функциональные зависимости (уравнения преобразования) 

).,( tqxx kjj =                                                                 (1.6) 
Отметим, что по своему математическому смыслу эти функциональные зависимости – 

есть просто параметрическое представление ( kq -параметры) решения системы уравнений 
связей (1.2), и, если связи стационарны, то время, отсутствуя в (1.2), не будет явно вхо-
дить и в (1.6). Обратное преобразование  

).,( txqq jkk =                                                                  (1.7) 
может быть неоднозначным в некоторых точках )( jx . Например, если м.т. движется со-
гласно наложенным связям вдоль некоторой самопересекающейся кривой, то в точках ее 
пересечения обобщенная координата (в качестве нее может быть взято расстояние вдоль 
кривой, как при естественном способе задания движения в первой задаче кинематики) 
принимает столько значений сколько раз происходит самопересечение. Предельным слу-
чаем этого примера является движение м.т. по замкнутой кривой, где любая точка этой 
кривой обладает столькими значениями обобщенной координаты, сколько полных оборо-
тов совершила м.т.  

В конкретных случаях выбор обобщенных координат подсказывается видом связей, 
ограничивающих свободу движения СМТ. Число степеней свободы s  также может быть 
найдено следующим способом. Если СМТ не имеет возможности менять свою конфигу-
рацию, то 0=s . При возможности движения фиксируется одна из декартовых координат 
той м.т., которая способна эту координату менять. Если дальнейшее изменение конфигу-
рации невозможно, то 1=s . Иначе опять фиксируем одну из координат одной из остав-
шейся подвижной м.т. и т.д., пока не определится s  (очевидно, что этот процесс закон-
чится, т.к. число степеней свободы СМТ не может неограниченно расти, будучи не боль-
ше 3N). 
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II. ПРИНЦИПЫ ВИРТУАЛЬНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
 
2.1. Принцип Лагранжа 

Принцип Лагранжа (идея принципа принадлежит Э. Торричелли, а его обобщение на 
случай неудерживающих связей – М.В. Остроградскому) формулируется для несвобод-
ных СМТ, находящихся в равновесии. Необходимым и достаточным условием равнове-
сия СМТ с наложенными связями является система 3N уравнений  

0=+ ii RF
rr

                                                                       (2.1) 
или, использую единую нумерацию компонент векторов сил, приложенных к м.т., 

,0=+ jj RF                                                                       (2.2) 

где iF
r

–суммарный вектор заданных (активных) сил, приложенных к i ой материальной 
точке; iR

r
 – суммарный вектор сил реакции связей, приложенных к i ой материальной точ-

ке. Умножим каждое из уравнений (2.8) на соответствующее виртуальное перемещение 
ir
rδ  и просуммируем полученные равенства 

.0=+ iiii rRrF rrrr
δδ                                                               (2.3) 

Поскольку каждое слагаемое ii rF rr
δ  и ii rR rr

δ  в левой части (2.3) представляет собой ра-

боту соответствующих сил, приложенных к i ой м.т. на виртуальном перемещении ir
rδ , то 

ее называют виртуальной работой и, следовательно, сумма виртуальных работ задан-
ных сил и сил реакции для СМТ, находящихся в равновесии, равна нулю. 

Так как связи в данном случае учитываются силами реакциями, то последние можно 
включить в заданные, считая все точки свободными (удовлетворение условиям связи бу-
дет обеспечено силами реакции), тогда перемещения становятся независимыми и из (2.3) 
следует (2.1). Поэтому равенство нулю суммарной виртуальной работы (2.3) является не-
обходимым и достаточным условием равновесия СМТ. 

Условие (2.3) – неудобно, т.к. содержит неизвестные силы реакции. Попытаемся их 
исключить, накладывая на связи в СМТ дополнительные требования. Разложим каждую 
из сил реакции на нормальную iN

r
 и тангенциальную .iT

r
 (силу трения) составляющие 

iii TNR
rrr

+=                                                                   (2.4) 

и подставив в (2.3), получим (учтено, что в силу перпендикулярности iN
r

 и ir
rδ  сумма 

0=ii rN rr
δ ) 

.0=+ iiii rTrF rrrr
δδ                                                                (2.5) 

Рассмотрим теперь идеальные связи, в которых по определению силы трения отсутст-
вуют (более общим является требование, что работа сил реакции, создаваемых идеальны-
ми связями, на виртуальных перемещениях не совершается). Тогда второе слагаемое в 
(2.5) обращается в ноль, и мы получаем принцип виртуальных перемещений Лагран-
жа: виртуальная работа заданных сил, приложенных к механической системе с иде-
альными связями и находящейся в равновесии, равна нулю 

.0=ii rF rr
δ                                                                (2.6) 

Использую единую нумерацию компонент векторов из (2.6) получаем принцип вирту-
альных перемещений в виде 

.0=jj xF δ                                                                (2.7) 
Теперь из (2.7) уже не могут быть получены условия равновесия (2.2), т.к. jxδ  не явля-
ются независимыми. Однако независимыми являются обобщенные координаты kq  и для 
них из (1.6) и (2.7) получаем 
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.0=
∂

∂
= k

k

j
jjj q

q
x

FxF δδ                                                         (2.8) 

Вводя обозначение для обобщенной силы kQ , равной  

k

j
jk q

x
FQ

∂

∂
=                                                                 (2.9) 

из (2.8) находим математическую формулировку принципа виртуальных перемещений 
Лагранжа в обобщенных координатах 

.0=kk qQ δ                                                                  (2.10) 
В принципе виртуальных перемещений (2.10) все обобщенные виртуальные перемещения 

.0=kqδ  – уже независимы, и из него следует система уравнений равновесия механиче-
ской системы 

.0=kQ                                                                      (2.11) 
Компоненты обобщенных силы kQ , определяемые равенством (2.9), являются обоб-

щением понятия компонент механической силы. В зависимости от соответствующей ей 
обобщенной координаты kqδ  сила kQ  может иметь различный физический смысл. В ча-
стности, ее размерность не фиксирована, а определяется по формуле (это следует из того 
что kk qQ δ  имеет размерность работы Aδ ; в данном случае скобки означают размерность 
физической величины, в них заключенной) 

.
][

][][
k

k q
AQ

δ
δ

=                                                                (2.12) 

Например, из (2.12) получаем, что если обобщенная координата – угол (величина безраз-
мерная), то размерность обобщенной силы совпадает с размерность момента силы 
(Дж=н×м). Так в случае бесконечно малого поворота тела, вращающегося вокруг непод-
вижной оси, работа равняется произведению проекции на ось вращения суммарного мо-
мента действующих сил на угол поворота. 

Отметим, что обобщенные силы в конкретных задачах удобнее рассчитывать не по 
соотношению (2.9), а на основе выражения работы сил  

.kk qQA δδ =                                                                  (2.13) 
Согласно (2.13) обобщенная сила равняется коэффициенту при вариации обобщенной 

координаты в выражении возможной работы. Поэтому достаточно посчитать работу при 
изменении конфигурации СМТ в результате бесконечно малого приращения только од-
ной kой обобщенной координаты на kqδ . Работа окажется пропорциональной этому при-
ращению, а коэффициент пропорциональности равным искомой обобщенной силе kQ . 

В случае потенциальных сил также упрощается определение величин kQ . Так как 
компоненты силы определяются дифференцированием потенциальной энергии )( jxU  

,
j

j x
UF
∂
∂

−=  

то из (2.9) получаем 

.
kk

j

jk

j
jk q

U
q
x

x
U

q
x

FQ
∂
∂

−=
∂

∂

∂
∂

−=
∂

∂
=                                            (2.14) 

В соответствии с (2.11) и (2.14) условия равновесия СМТ в случае действия только 
потенциальных сил записываются в виде необходимых условий экстремума функции по-
тенциальной энергии 

.0=
∂
∂

kq
U                                                                 (2.15) 
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В заключение отметим, что полученные уравнения равновесия, вообще говоря, спра-
ведливы только в случае голономных, стационарных, идеальных связей. Однако требова-
ние идеальности может быть несколько ослаблено. Если связи неидеальны, но силы тре-
ния выражаются через нормальные компоненты сил реакции связей, как это имеет место 
в случае сухого трения, то эти силы трения можно включить в заданные, а связи считать 
по-прежнему идеальными 
2.2. Принцип Даламбера – Лагранжа 

Дифференциальные уравнения движения несвободной СМТ могут быть представлены 
в форме уравнений равновесия. Впервые возможность этого представления была отмече-
на Даламбером. На основе подхода Даламбера полученные в предыдущем разделе усло-
вия равновесия СМТ могут быть обобщены на случай движения.  

Для N материальных точек второй закон Ньютона в векторном представлении имеет 
вид 

,0=+= iiii RFam
rrr                                                            (2.16) 

где 
••

= iii ram rr,  – масса и вектор ускорения iой точки системы. Введем даламберовы силы 
инерции по формулам 

.ii
in

i amF rr
−=                                                                (2.17) 

Тогда из (2.16), (2.17) получаем систему уравнений движения в виде условий равновесия 
сил, приложенных к м.т. механической системы  

.0=++ in
iii FRF

rr
                                                           (2.18) 

Представление уравнений движения СМТ в виде (2.18) составляет содержание принципа 
Даламбера: если к заданным силам и силам реакции связей движущейся СМТ доба-
вить силы инерции, то в каждый момент времени такая система сил будет уравно-
вешенной. Конечно, в действительности механическая система не находится в равнове-
сии, утверждается лишь, что уравновешивается совокупность трех видов сил. Принцип 
Даламбера оказывается полезным в задачах, где требуется определить реакции связей в 
движущихся механических системах. Но кроме практических применений он играет роль 
связующего звена между принципом виртуальных перемещений в статике (принципом 
Лагранжа) и принципом виртуальных перемещений в динамике (принципом Даламбера – 
Лагранжа). 

Так же, как и в случае статики (см. предыдущий подраздел), из условий равновесия 
(2.18) получим принцип виртуальных перемещений, но теперь он уже будем сформули-
рован для движущейся системы. Умножим каждое из уравнений (2.18) на соответствую-
щее виртуальное перемещение ir

rδ  и просуммируем полученные равенства 

.0=++ i
in

iiiii rFrRrF rrrrr
δδδ                                                 (2.19) 

В случае идеальных связей, когда работа сил реакции на виртуальных перемещениях не 
совершается 0=ii rR rr

δ , из (2.19) получаем принцип Даламбера–Лагранжа: в любой 
момент времени движения механической системы с идеальными связями алгебраи-
ческая сумма виртуальных работ заданных и даламберовых сил инерции равна ну-
лю 

.0=+ i
in

iii rFrF rrr
δδ                                                        (2.20) 

Принцип Даламбера – Лагранжа является одним из наиболее общих вариационных 
принципов классической механики и может быть использован в качестве ее основной ак-
сиомы. Так же, как и принцип Лагранжа в статике, он может быть обобщен на тот случай 
неидеальных связей, когда тангенциальные составляющие сил реакций iT

r
, будучи из-

вестными (например, для сухого трения они выражаются через нормальные), включаются 
в набор заданных сил. С учетом таких заданных сил трения принцип Даламбера – Ла-
гранжа принимает вид 
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.0=++ i
in

iiiii rFrTrF rrrrr
δδδ                                                       (2.21) 

или в покомпонентной записи 
.0=++ j

in
jjjjj xFxTxF δδδ                                                    (2.22) 

 
III. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА 

 
3.1. Вывод уравнений Лагранжа из принципа Даламбера – Лагранжа 

Из общего вариационного принципа Даламбера-Лагранжа следуют уравнения дина-
мики СМТ в обобщенных координатах, называемые уравнениями Лагранжа. Суть вывода 
этих уравнений заключается в замене в уравнениях принципа Даламбера – Лагранжа 
(2.20) (во втором слагаемом пришлось использовать знак суммы, т.к. индекс i входит в 
слагаемые трижды): 

.0
1

=− ∑
=

••N

i
iiiii rrmrF rrrr

δδ                                                            (3.1) 

декартовых координат м.т. на обобщенные по формулам преобразования (1.6).  
Получим предварительно для этих преобразований несколько полезных соотноше-

ний. Расписывая полную производную по времени от любой координаты м.т. 

t
x

q
q
x

x j
k

k

j
j ∂

∂
+

∂

∂
=

••

                                                              (3.2) 

и дифференцируя ее по обобщенной скорости 
•

kq , получаем  

,
k

j

k

j

q
x

q

x
∂

∂
=

∂

∂
•

•

                                                                 (3.3) 

т.е. у производной 
•

•

∂

∂

k

j

q

x
 можно убирать точки (полные производные по времени) сверху и 

снизу одновременно.  
Продифференцируем (3.2) по обобщенной координате nq  (n=1,…s) 

n

j
k
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j

n

j

qt
x

q
qq

x
q
x

∂∂

∂
+

∂∂

∂
=

∂

∂ •
•

22

                                                   (3.4) 

и просто распишем полную производную по времени от частной производной декартовой 
координаты м.т. по обобщенной координате  

.
22

tq
x

q
qq

x
q
x

dt
d

n

j
k

kn

j

n

j

∂∂

∂
+

∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂ •

                                               (3.5) 

Правые части равенств (3.4), (3.5) совпадают, следовательно, полную производную по 
времени и частную по обобщенной координате можно переставлять местами 

.
n

j

n

j

q
x

q
x

dt
d

∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
•

                                                          (3.6) 

 
Перейдем теперь непосредственно к выводу уравнений движения Лагранжа. Первая 

сумма в (3.1) может быть представлена через обобщенные силы, аналогично тому, как это 
было сделано в статике СМТ для принципа виртуальных перемещений Лагранжа 

(
k

j
jk q

x
FQ

∂

∂
= ) 
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jjjii qQq

q
x

FxFrF δδδδ =
∂

∂
==

rr
                                       (3.7) 

Запишем теперь вторую сумму в (3.1) в виде:  
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и, используя (3.3), (3.6), преобразуем слагаемое для компоненты ix  (для компонент ii zy ,  
преобразования аналогичны; суммирования по i в этом преобразовании ρρρ): 
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где ixT  – часть кинетической энергии iой м.т., обусловленная составляющей скорости по 
оси x. Поскольку для компонент ii zy ,  преобразования аналогичны, то имеем для второй 
суммы (3.1) следующее выражение через кинетическую энергию СМТ: 

.)(

)(

1

11

k
k

k

N

i
kiziyix

k
k

k

N

i k

i
i

k

i
i

k

i
ii

N

i
iii

q
q
T

q

T
dt
dqTTT

qqdt
d

q
q
z

z
q
x

y
q
y

xmrrm

δδ

δδ

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−
∂

∂
=++

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−
∂

∂
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

•
=

•

=

••••••

=

••

∑

∑∑ rr

                     (3.8) 

В результате из (3.1), (3.7), (3.8) получаем 
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и, так как вариации обобщенных координат kqδ  – независимы, то написанная сумма об-
ращается в нуль лишь при нулевых коэффициентах при них. Откуда получаем систему 
уравнений движения в Лагранжа: 
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                                                   (3.9) 

Так как при выводе уравнений Лагранжа использовались достаточно общие нестацио-
нарные преобразования координат (1.6), которые могут рассматриваться не только как 
переход к обобщенным координатам, но и как переход к другой системе отсчета, в общем 
случае неинерциальной, то весьма замечательным оказывается тот факт, что вид этих 
уравнений один и тот же (в него явно не входят функции преобразования). Таким обра-
зом, мы получили уравнения движения инвариантные по отношению к выбору систем от-
счета и параметров, описывающих конфигурацию СМТ (в частности, систем координат). 
Такой высокий уровень инвариантности делает уравнения Лагранжа весьма полезными 
при исследованиях механических систем. 
3.2. Уравнения Лагранжа для обобщенно – потенциальных сил 

Если действующие на СМТ силы – потенциальны, то согласно (2.14)  
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и уравнения Лагранжа (3.9) записываются в виде 
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или, перенося все в левую часть и учитывая независимость потенциальной энергии от 
обобщенных скоростей 
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Из последнего соотношения видно, что поведение СМТ с потенциальными силами опре-
деляется разностью кинетической и потенциальной энергий, называемой функцией Ла-
гранжа или лагранжианом  

.),,( UTtqqLL nl −==
•

                                                (3.11) 
Следовательно, уравнения Лагранжа в этом случае имеет вид 
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Как видно из вывода уравнений (3.12), они могут быть получены и в том случае, когда 
обобщенные силы определяются более общим соотношением, чем (3.10) 
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Это соотношение переходит в (3.10), когда введенная функция обобщенного потенциала 

),,( tqqU kk

•

 не зависит от обобщенных скоростей.  
Таким образом, уравнения Лагранжа (3.12) и вид лагранжиана (3.11) остаются вер-

ными и для случая обобщенно-потенциальных сил. Как будет показано в следующем 
подразделе, обобщенный потенциал удается построить для зависящих от скорости элек-
тромагнитных сил Лоренца и сил инерции, вводимых при рассмотрении неинерциальных 
систем отсчета. Вне описания в рамках уравнений (3.11) оказываются только диссипатив-
ные силы, рассеивающие механическую энергию, которые могут быть учтены обобщен-
ными непотенциальными силами *

kQ . Как следует из (3.9) и вывода (3.12), в этом наибо-
лее общем случае, уравнения Лагранжа записываются, как  
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3.3. Функция Лагранжа для различных механических систем 
Прежде всего, отметим, что функция Лагранжа задается неоднозначно. Ее неодно-

значность следует уже из того факта, что входящая в нее функция потенциальной энергии 
определена с точностью до константы. Однако неоднозначность задания лагранжиана 
этим не ограничивается. Легко видеть, что прибавление к нему любой функции времени 

)(tψ  или полной производной по времени от любой функции координат )( kq
•

χ  не изме-
няет уравнений движения (3.14): 
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Рассмотрим теперь структуру входящих в лагранжиан обобщенного потенциала и 
кинетической энергии СМТ. Так как, согласно (3.13), обобщенно-потенциальная сила не 
зависит от ускорений, то обобщенный потенциал может быть лишь линейной функцией 
скоростей (здесь и в дальнейшем числовые индексы у величин UT ,  означают макси-
мальную степень обобщенной скорости, от которой зависит соответствующее слагаемое):  

.UUt)qUqt)qbtqqUU knknkk 010 ,(,(),,( +=+==
••

                                 (3.15) 
Общее выражение для кинетической энергии получается в виде: 
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где введены обозначения для коэффициентов (коэффициенты ),( tqakn  называются коэф-
фициентами инерции системы): 

.)()()(
2
1),(

),(),(

),(),(

222

3

3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=

∑

∑

t
z

t
y

t
x

mtqa

t
z

q
z

t
y

q
y

t
x

q
x

mtqa

q
z

q
z

q
y

q
y

q
x

q
x

mtqa

iii
i

i
k
ii

k
ii

k
i

N

i
ik

n
i

k
i

n
i

k
i

n
i

k
i

N

i
ikn

                             (3.17) 

Таким образом, согласно (3.16), (3.17), в общем случае кинетическая энергия оказы-
вается квадратичной функцией обобщенных скоростей, коэффициенты в которой зависят 
от обобщенных координат и времени. Легко видеть, что в случае стационарных связей 
кинетическая энергия становится уже однородной квадратичной функцией обобщенных 
скоростей с коэффициентами, зависящими лишь от обобщенных координат (коэффициен-
ты ),( ,),( tqatqa llk  зануляются) 
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                                                      (3.18) 

Поскольку любая квадратичная форма приводится к диагональному виду, то при со-
ответствующем выборе обобщенных координат кинетическая энергия записывается в ви-
де суммы квадратов обобщенных скоростей умноженных на коэффициенты инерции: 
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Из полученных соотношений следует, что для СМТ с обобщенно-потенциальными 
силами при нестационарных связях лангранжиан имеет вид 

.UUTTTt)qUqt)qbtqaqtqaqqtqatqqLL knklklknklknkk 010120 ,(,(),(),(),(
2
1),,( −−++=−−++==

•••••

Если же связи стационарны, а обобщенно-потенциальные силы не зависят явно от време-
ни, то выражение для лагранжиана существенно упрощается 

.UUT)qUq)qbqqqaqqLL knknnklknlk 0120 (()(
2
1),( −−=−−==

••••

                 (3.20) 

Покажем, что к обобщенно-потенциальным сводятся электромагнитные силы, по-
строив для них обобщенный потенциал. На м.т., имеющую заряд elq , действует сила Ло-
ренца LF  равная (индексом el помечаются переменные, относящаяся к электромагнетиз-
му, т.к. в нашем курсе механики некоторые из них обозначают другую физические вели-
чины) 
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где elel BE
rr

,  – силовые характеристики электромагнитного поля, а ,t)r(A,t),r( elel
rrrϕ  –  его 

скалярный и векторный потенциалы. Докажем, что в качестве обобщенного потенциала 
может быть взята функция хой составляющей электромагнитной силы: 

.VAqqU elelelel

rr
−= ϕ                                                          (3.22) 

На самом деле, из (3.13), (3.21), (3.22) получаем для хой составляющей электромагнитной 
силы: 
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Мы доказали, что хая составляющая электромагнитной силы может быть вычислена по 
соотношению (3.13) с обобщенным потенциалом (3.22). Для остальных составляющих 
выкладки аналогичны. 

Теперь построение обобщенного потенциала для системы м.т., движущихся в элек-
тромагнитном поле, очевидно: просто надо просуммировать потенциалы (3.22) по всем 
точкам 
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iieleliieleli r,t)r(Aq,t)r(qU rrrrϕ                                               (3.23) 

Функцию Лагранжа для неинерциальной (штрихованной) системы отсчета построим, 
исходя из ее вида в инерциальной системе отсчета (нештрихованной). Поскольку, как из-
вестно (см. курс лекций по механике - I), скорости точек в этих двух системах отсчета 
связаны соотношением 

[ ],,0 iii rWVVV rrrrr
′++′=  

то для функции Лагранжа (3.11) имеем (слагаемые, зависящая только от времени, отбра-
сываются, т.к. функция Лагранжа определена с точностью до таких величин) 
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При выводе (3.24) мы отбросили несущественные для лагранжиана функцию времени 
2/2

0VM
r

 и полную производную координат функции координат )(/ 0Vrmdtd ii
r′ , учитывая, 

что выделенное фигурными скобками слагаемое представляется в виде 
[ ] ,)(/)( 000 ArmVrmdtdVr,WVm iiiiiii

vrrrrrr
′−′=′+′  

т.к. (см. курс лекций по Механике – I) 
[ ].)(/ iii r,WVrdtd rrrr ′+′=′  

В качестве обобщенных координат СМТ мы можем выбрать переменные ir
r′  (они связаны 

с декартовыми координатами ir
r  преобразованиями ви-

да (1.6) )(),( 0 tRrtrrr iiii

rrrrr
+′=′= , )(0 tR

r
 – текущий радиус 

- вектор начала координат штрихованной системы ко-
ординат), где в них функция Лагранжа, как следует из 
(3.24), записалась в виде разности кинетической энер-
гии в неинерциальной (штрихованной) системе отсчета 
и обобщенного потенциала ),,( trVU i

rr
′′′  (то что это 

обобщенный потенциал следует из его линейности по 
скоростям). Поэтому полученную функцию L  мы так-
же можем считать функцией Лагранжа в неинерциаль-

ной системе координат L′ , если там ввести обобщенный потенциал сил инерции по фор-
муле 
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           (3.25) 

где M – суммарная масса СМТ; )( icc rRR rrr
′′=′  – радиус-вектор центра масс в штрихованной 

системе координат; )( irII r′= αβαβ -мгновенный тензор момента инерции СМТ, рассматри-
ваемой как твердое тело, в штрихованной системе координат. В результате функция Ла-
гранжа в неинерциальной системе отсчета записывается в виде (конечно, эти равенства 
написаны с точностью до слагаемых несущественных для лагранжиана): 
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Таким образом, мы показали, что обобщенным потенциалом описываются электро-
магнитные (а также и гравитационные, для которых достаточно введения лишь скалярно-
го потенциала ,t)r(gr

rϕ ) и неинерциальные силы. Это расширяет область применения 
уравнений Лагранжа (3.12) и лагранжиана (3.11) на все представляющие интерес для 
классической механики (построение потенциала ядерных сил сталкивается с принципи-
альными трудностями, да и законы классической механики в масштабах проявления сла-
бых и сильных взаимодействий не применимы) фундаментальные силы природы и не-
инерциальные системы отсчета.  
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IV. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 
 
Из второго и третьего законов Ньютона могут быть получены (см. курс Механика-I) 

законы сохранения энергии, импульса и момента импульса системы свободных м.т. По-
скольку уравнения Лагранжа являются обобщением законов Ньютона на СМТ со связями, 
то из них также следуют законы сохранения так называемых обобщенных энергий и им-
пульсов (в обобщенных координатах в некотором смысле теряется разница между им-
пульсом и моментом импульса, соответственно, закон сохранения момента импульса не 
проявляется в качестве независимого).  
4.1. Закон сохранения обобщенной энергии 

Умножим каждое из уравнений Лагранжа (3.12) для обобщенно-потенциальных сил 
на соответствующую обобщенную скорость и просуммируем  
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Так как  
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то из (4.1) имеем 
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откуда  
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или, вводя обобщенную энергию СМТ, называемую функцией Гамильтона H (гамильто-
нианом), по формуле 

,Lq
q

LH k

k

−
∂

∂
=

•

•
                                                          (4.2) 

получаем соотношение, определяющее изменение гамильтониана СМТ с обобщенно-
потенциальными силами 

.
t
L

dt
dH

∂
∂

−=                                                             (4.3) 

Из (4.3) следует закон сохранения обобщенной энергии: если функция Лагранжа 
СМТ с обобщенно-потенциальными силами от времени явно не зависит, то гамиль-
тониан механической системы сохраняется  

.),( constqqH kk =
•

                                                     (4.4) 
Рассмотрим теперь частный, но практически важный случай стационарности потенциаль-
ных сил и связей (в этом случае СМТ называется консервативной), когда (кинетическая 
энергия не зависит явно от времени также в силу стационарности связей) 

).(),(),( kkkkk qUqqTqqL −=
••
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Поскольку функция Лагранжа явно не зависит от времени, то гамильтониан консерватив-
ной СМТ сохраняется. Найдем его вид. При стационарных связях, как показано в подраз-
деле 3.3, кинетическая энергия оказывается однородной квадратичная функция координат 
и для нее справедливо соотношение: 
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        (4.5) 

Используя (4.5), получаем гамильтониан для консервативной СМТ: 
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              (4.6) 

Таким образом, для консервативных СМТ сохраняется полная механическая 
энергия (полной механической энергией E называется сумма потенциальной и кинетиче-
ской энергий СМТ) 

.)(),( constqUqqTE kkk =+=
•

                                          (4.7) 
В общем случае обобщенно-потенциальных сил гамильтониан имеет вид:  

.)(2),( 00201012112 UTTUUTTTUTTLq
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LqqH k
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•

•

•
        (4.8) 

Из (4.3), (4.8) в случае стационарных сил и связей ( 0,0/ 0 ==∂∂ TtL ) получаем закон со-
хранения гамильтониана: в системе СМТ со стационарными обобщенно-
потенциальными силами и связями обобщенная энергия сохраняется:  

.),( 02 constUTqqH kk =+=
•

                                             (4.9) 
Отметим, что при этих же условиях полная механическая энергия  

)(),((),( 012 kkkkk qUqqUqqTE ++=
••

 

уже не сохраняется (за счет непостоянства ),((1 kk qqU
•

), поэтому отождествление обоб-
щенной энергии с сохраняющейся в достаточно общем случае величиной гамильтониана 
является оправданным.  
4.2. Закон сохранения обобщенного импульса 

Кроме закона сохранения обобщенной энергии из уравнений Лагранжа могут быть 
получены и другие интегралы движения, в частности, закон сохранения обобщенного им-
пульса. Вводя по определению обобщенный импульс kp , как частную производную от 
функции Лагранжа по обобщенной скорости  

,•

∂

∂
=

k

k

q

Lp                                                              (4.10) 

уравнения (3.12) запишем в виде 

.
k

k

q
L

dt
dp

∂
∂

=                                                              (4.11) 

Из (4.11) следует, что если нам удается так выбрать обобщенные, что лагранжиан окажет-
ся независящим от некоторых из них, то с каждой из этих координат, называемых цикли-
ческими, связан интеграл движения (закон сохранения обобщенного импульса): в от-
сутствии диссипативных сил для циклической координаты kq  сохраняется соответ-
ствующий ей обобщенный импульс 
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.const
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k =
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                                                            (4.12) 

Отметим, что обобщенные импульсы в случае обобщенно-потенциальных сил рас-
считываются по соотношению  
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и даже для СМТ из одной м.т. в декартовых координатах ( αα xq = ) отличаются от обыч-

ного импульса 
•

= αα xmp dec : 
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Tp dec               (4.14) 

4.3. Законы сохранения как следствия симметрий пространства-времени 
Уравнения Лагранжа оказываются полезными и для исследования систем свободных 

м.т. В частности, применительно к таким СМТ из уравнений Лагранжа наглядно следует 
взаимосвязь законов сохранения с пространственно-временными симметриями.  

Так следствием однородности времени является закон сохранения полной меха-
нической энергии. Пусть мы имеем консервативную (силы потенциальны и стационар-
ны: )(0 jqUU = , обобщенные координаты jq  -необязательно декартовы, их тоже 3N, но 
система координат может быть любой) СМТ без связей. Тогда для нее функция Лагранжа 
не зависит от времени явно и это, очевидно, обусловлено его однородностью. Кроме того, 

вследствие отсутствия связей ),(2

•

= jj qqTT  и, следовательно, гамильтониан  

02002),( UTUTTUTqqH kk +=+−=−=
•

 

совпадает с полной механической энергией 02),( UTUTqqE kk +=+=
•

. Поскольку в со-
ответствии с (4.3) при выполнении условия 0/ =∂∂ tL  сохраняется гамильтониан, то по-
лучаем закон сохранения полной механической энергии для консервативной СМТ 
без связей: 

.),( 02 constUTUTqqE kk =+=+=
•

 
Закон сохранения импульса замкнутой системы свободных точек следует из од-

нородности пространства. Произведем сдвиг СМТ в пространстве как единого целого, 
придав бесконечно малое приращения rrδ  радиус-векторам всех м.т. ir

r . Тогда функция 
Лагранжа замкнутой СМТ получит приращение, которое в силу однородности простран-
ства должно быть нулевым (если СМТ – незамкнута, то изменится расстояние до источ-
ников внешних сил и уже будет 0≠Lδ ): 
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Так как независимые компоненты перемещения СМТ ),,( zyx δδδ могут быть любыми, то 
из последнего соотношения следуют равенства  
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Записывая уравнения Лагранжа для декартовых координат м.т.: 
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и суммируя их с учетом (4.15), получаем: 
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Если внутренние силы потенциальные, то согласно (4.13) обобщенные импульсы м.т. 
совпадают с обычными декартовыми:  
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из соотношений (4.16) следует закон сохранения суммарного импульса замкнутой 
СМТ без связей: 
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constpP
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Аналогично показывается, что закон сохранения момента импульса замкнутой 
системы свободных м.т. следует из предположения об изотропности пространства. 
Произведем поворот СМТ в пространстве как единого целого на малый угол ϕδ

r . Тогда 
радиус-вектора и скорости всех м.т. получат приращения  

],[],,[ iiii VVrr
rrrrrr ϕδδϕδδ ==  

и нулевое изменение функция Лагранжа замкнутой СМТ запишется в виде (под произ-
водной функции по вектору понимается вектор с компонентами равными производным 
функции по компонентам этого вектора): 
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Поскольку бесконечно-малый угол поворота – произвольный, то из последнего соотно-
шения следует  

0],[],[ =
∂
∂

+
∂
∂

i
i

i
i V

LV
r
Lr r

r
r

r  

или, так как из уравнений Лагранжа 
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Последнее соотношение эквивалентно (мы использовали доказанное ранее утверждение, 
что производная функции Лагранжа консервативной СМТ по скорости есть импульс м.т.) 
закону сохранения суммарного момента импульса ΣL

r
 замкнутой СМТ без связей относи-

тельного неподвижного полюса (через этот полюс проходит ось поворота на угол ϕδ
r ): 

.],[ constprL ii ==Σ
rrr

 
 
V. РАЗЛИЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ЗАКОНОВ ДВИЖЕНИЯ 

 
В настоящем разделе рассматриваются различные наиболее употребительные пред-

ставления законов движения СМТ.  
5.1. Канонические уравнения Гамильтона 

В основе подхода (формализма) Лагранжа к получению уравнений движения СМТ в 
обобщенных координатах лежит использование функции Лагранжа. Известен и другой 
метод составления уравнений движения на основе функции Гамильтона. Соответствую-
щий подход называется гамильтоновым формализмом. 
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Уравнения Лагранжа представляют собой систему s  уравнений движений второго 
порядка каждое, т.е. систему обыкновенных дифференциальных уравнений порядка s2 . 
Под канонической системой уравнений понимается система уравнений, каждое из кото-
рых первого порядка, и они разрешены относительно производных по времени от иско-
мых функций. Таким образом, для получения уравнений движения в каноническом виде 
нам необходимо к s  искомым функциям – обобщенным координатам – добавить еще s  
функций и для этой совокупности переменных составить каноническую систему s2  
уравнений. Вполне понятно, что выбор искомых функций и приведение к нормальному 
виду системы уравнений движения могут быть проведены множеством способов. Рядом 
преимуществ, особенно при рассмотрении общих вопросов механики обладает описание 
в переменных ),( kk pq . При этом состояние системы задается точкой ),( kk pq  в так назы-
ваемом фазовом пространстве размерностью s2  (при Лагранжевом подходе состояние 
задавалось точкой )( kq  в s -мерном пространстве конфигураций). Уравнения движения в 
переменных фазового пространства могут быть получены из уравнений Лагранжа пере-

ходом от переменных ),(
•

kk qq  к переменным ),( kk pq . Наиболее просто такой переход 
реализуется путем выписывания дифференциалов некоторых функций (в нашем случае 
лагранжиана и гамильтониана) в соответствующих переменных.  

Полный дифференциал функции Лагранжа от времени, обобщенных координат и 
скоростей имеет вид 
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                                             (5.1) 

Преобразуем это соотношение, используя определение обобщенного импульса (4.10) и 
уравнения Лагранжа (4.11), к переменным ),( kk pq : 

dt
t
Ldpqqpddqp

t
LdqpdqpdL kkkkkkkkkk ∂

∂
+−+=

∂
∂

++=
•••••

)(  

или 

,)( dt
t
LdpqdqpLqpd kkkkkk ∂
∂

−+−=−
•••

 

откуда, вводя гамильтониан, как функцию переменных фазового пространства  

),,( kkkk pqHLqpH =−=
•

 
получаем 
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                                                (5.2) 

Из (5.2) следуют каноническая система уравнений движения Гамильтона: 
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                                                             (5.3) 

и соотношение для частных производных по времени от функций Лагранжа и Гамильтона 
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Отметим, что в преобразованиях от соотношения (5.1) к (5.2) время играло роль перемен-

ной, не имеющей прямого отношения для перехода от ),(
•

kk qq  к ),( kk pq , поэтому и для 
любого другого параметра λ , характеризующего свойства механической системы или 
действующего на нее внешнего поля имеем соотношение аналогичное (5.4) 
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Из первого уравнения (5.3) и уравнений Лагранжа (4.11) также получаем связь между 
производными лагранжиана и гамильтониана по обобщенным координатам: 
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Из уравнений Гамильтона также как и из уравнений Лагранжа следуют законы со-
хранения обобщенных импульсов и энергии. В соответствии с (5.6) наряду с условием  
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циклическую координату можно определить и как обобщенную координату, для которой  
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Тогда согласно (5.7) и первой части уравнений (5.3) для циклической координаты сохра-
няется обобщенный импульс. Аналогично при условии отсутствия явной зависимости га-
мильтониана от времени  
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из (4.3) и (5.4) следует закон сохранения обобщенной энергии (гамильтониана)  

.),(),( constpqHqqH kkkk ==
•

                                                 (5.8) 
При выводе канонических уравнений Гамильтона (5.3) мы исходили из уравнений 

Лагранжа для обобщенно потенциальных сил. Если учитывать диссипативные силы 
(уравнения Лагранжа (3.14)), то в правые части уравнений Гамильтона для производных 
по времени от обобщенных импульсов войдут обобщенные силы *

kQ : 
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5.2. Скобки Пуассона 
Рассмотрим некоторую функцию переменных фазового пространства и времени 

),,( tpqf kk . Сформулируем условие, при которых эта функция сохраняется с течением 
времени, т.е. является интегралом движения. Для этого, используя уравнения Гамильтона 
(5.3), найдем ее полную производную по времени, обращающуюся для интегралов дви-
жения в ноль: 
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В соотношение (5.10) введены операторные скобки Пуассона { }, которые для любых 
функций переменных фазового пространства и времени (а также любых других парамет-
ров) ),,(),,,( tpqgtpqf kkkk  означают следующий дифференциальный оператор 
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Скобки обладают следующими свойствами, которые легко получаются из их определения 
(5.11): 

{ } { } { } { } { } { } { } { }

{ } { } { } { } .,,,,0,,
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        (5.12) 

Из последних двух соотношений следуют формулы для фундаментальных скобок Пуас-
сона, когда в качестве функций служат переменные фазового пространства: 

{ } { } { } .,,0,,0, knnknknk qpppqq δ===                                 (5.13) 
Наконец для скобок Пуассона, составленных из трех функций, выполняется тождество 
Якоби: 

{ }{ } { }{ } { }{ } .0,,, =+++ gfhfhghgf                                       (5.14) 
С помощью скобок Пуассона описываются инвариантные свойства систем, т.е. свойства 
не зависящие от выбора канонических переменных. В частности, из (5.10) следует, что 
для того, чтобы ),,( tpqf kk  была интегралом движения СМТ необходимо и достаточно 
выполнения условия 
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В том случае, когда интеграл движения явно не зависит от времени условия (5.15) 
просто сводится к равенству нулю скобок Пуассона 

{ } .0, =fH                                                        (5.16) 
Важным свойством операторных скобок Пуассона, позволяющим в некоторых слу-

чаях получать новые интегралы движения, является тот факт (теорема Пуассона), что, 
если мы имеем два закона сохранения consttpqgconsttpqf kkkk == ),,(,),,( , то сохраня-
ется и их скобка Пуассона: 

{ } ., constgf =                                                      (5.17) 
Сохранение { }gf ,  следует из (5.10) и тождества Якоби: 
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Конечно, применяя теорему Пуассона, мы не всегда будем получать новые интегралы 
движения, поскольку в противном случае их бы было бесконечно много, а их всего 12 −s  
(общее число интегралов движения равно числу констант, получающихся после интегри-
рования систем уравнений движения, минус единица; так как система уравнений имеет 
порядок s2 , то и число констант равно этой величине; уменьшение числа констант на 
единицу связано с возможностью изменения начала отсчета времена на любую констан-
ту). В некоторых случаях получаются тривиальные результаты: константа или функция 
исходных интегралов ),( gfF . Однако, если это не имеет место, то скобки Пуассона дают 
новый закон сохранения. 

В заключение отметим, что гамильтонов формализм играет важную роль в квантовой 
механике, в частности, фундаментальные скобки Пуассона оказываются квантово-
механическим аналогом перестановочных соотношений Гейзенберга.  
5.3. Принципы экстремальности действия Гамильтона и Мопертюи 

Уравнения движения для СМТ со связями в обобщенных координатах (уравнения 
Лагранжа) ранее были получены из принципа виртуальных перемещений Даламбера-
Лагранжа. Однако эти уравнения могут быть получены и из общего принципа экстре-
мальности действия Гамильтона (иногда его называют принципом Остроградского-
Гамильтона), играющего существенную роль не только в механике, но и во всей физике, 



 

 23

так как применим и для систем с бесконечным числом степеней свободы, в частности, 
полей фундаментальных сил природы.  

Рассмотрим движение системы, положение которой на моменты времени 21 , ttt =  ха-
рактеризуется определенными точками в конфигурационном пространстве 21 , kk qq . Пове-

дение системы однозначно задается ее лагранжианом ),,( tqqL kk

•

. Действие S  (размер-
ность этой величины – «энергия × время») между фиксированными точками 21 , kk qq  опре-
делим, как функционал (функционалом называется оператор, ставящий в соответствие 
функции или набору функций число) 

∫
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.),,()(
t

t
kkk dttqqLqSS                                                     (5.18) 

В конфигурационном пространстве все возможные (виртуальные) движения СМТ из точ-
ки 1

kq  до 2
kq  представляются набором кривых, проходящих через эти точки и окружаю-

щих траекторию истинного движения. В качестве критерия для выделения траектории 
истинного движения СМТ в конфигурационном пространстве может служить принцип 
Гамильтона: из всех возможных движений, переводящих систему из положения 1

kq  
при 1tt =  в положение 2

kq  при 2tt =  в действительности реализуется то, для которого 
действие экстремально  
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t
kk dttqqLS δδ                                                         (5.19) 

Покажем, что из принципа Гамильтона следуют уравнения Лагранжа, а значит и вся 
классическая механика. Вычислим вариацию действия, интегрируя по частям 
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Из полученного выражения для вариации и экстремального принципа (5.19) находим 
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откуда в силу независимости и произвольности вариаций kqδ  следуют уравнения Ла-
гранжа (3.12). 

В формулировке экстремального принципа Гамильтона действие S  определялось 
как функционал от виртуальных траекторий в конфигурационном пространстве с фикси-
рованными начальными и конечными точками. Рассмотрим теперь действие как функцию 
конечных обобщенных координат действительных траекторий СМТ с фиксированной при 

1tt =  начальной точкой 1
kq  и переменной конечной точкой kq  при 2tt = . Так как на тра-

ектории действительного движений выполняются уравнения Лагранжа, то теперь вариа-
ция действия равняется: 
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Из полученного соотношения следует, что  
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Аналогично можно представить действие не только функцией координат, но и вре-
мени t , рассматривая действительные траектории движения СМТ в конфигурационном 
пространстве, начинающиеся в заданный момент времени 1t  в фиксированном положении 

1
kq , но заканчивающиеся в различных точках kk qq =2  при изменяющихся моментах вре-

мени tt =2 . Тогда полная производная действия выражается соотношением (использова-
но (5.20)): 
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Но с другой стороны по самому определению действия 
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                                                (5.22) 

и из (5.21), (5.22) получаем  
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                                          (5.23) 

Таким образом, из (5.20), (5.23) следует, что полный дифференциал действия как функ-
ции координат и времени конечной точки траектории записывается в виде: 

.dtHdqpdS kk −=                                                      (5.24) 
Исходя из (5.24) и сам принцип экстремального действия можно записать как требование 
равенства нулю вариации  

( ) .0=−== ∫∫ dtHdqpdSS kkδδδ                                        (5.25) 
при независимом варьировании обобщенных координат и импульсов. Можно показать, 
что из этого требования следуют канонические уравнения Гамильтона. 

Принцип экстремального действия полностью описывает поведение механической 
системы. Если ограничится более узкой задачей поиска лишь траекторий движения СМТ 
(абстрагироваться от временной части задачи), то принцип можно упростить. Предполо-
жим, что функция Лагранжа, а значит и функция Гамильтона явно не зависят от времени 
и, следовательно, гамильтониан СМТ сохраняется (индекс c  означает константу этой фи-
зической величины) 

.),( constHqpH ckk ==  
Зафиксируем начальные и конечные точки траекторий, а также время начала движения, 
варьируя лишь временем прихода СМТ в конечную точку, тогда 

tHS δδ −=  
или, если рассматривать только вариации удовлетворяющие закону сохранения обобщен-
ной энергии, то 

.0=+ tHS cδδ                                                            (5.26) 
Согласно (5.24) имеем 

).()( 1ttHdqpdtHdqpdSS ckkkk −−=−== ∫∫∫                                 (5.27) 
Входящий в (5.27) первый член  

∫= kk dqpS0                                                              (5.28) 
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называется укороченным действием. Подставив (5.27) в (5.26), получаем принцип экстре-
мальности укороченного действия 

.00 == ∫ kk dqpS δδ                                                        (5.29) 
Для того чтобы с помощью этого принципа определять траектории СМТ, необходимо 
обобщенные импульсы, входящие в подынтегральное выражение (5.29), выразить через 
обобщенные координаты и их приращения. Найдем из закона сохранения обобщенной 
энергии  

c
k

k H
dt

dq
qH =),(  

дифференциал времени dt  и подставим его в определение обобщенного импульса (4.10) 
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В итоге получается требующееся выражение для обобщенных импульсов. Получающийся 
описанным образом вариационный принцип для укороченного действия называется 
принципом Мопертюи.  

Найдем требующийся для принципа Мопертюи явный вид укороченного действия 
для СМТ с потенциальными силами (стационарность сил и связей была предположена 
ранее, когда постулировалась явная независимость лагранжиана от времени). В этом слу-
чае гамильтониан совпадает с полной механической энергией и из закона сохранения  
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и подставляем его в подынтегральное выражение в (5.28)  
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Таким образом, для консервативной СМТ со стационарными связями принцип Мопертюи 
записывается в виде 

.0)()(2 =−∫ nklknc dqdqqaUEδ                                            (5.30) 
5.4. Канонические преобразования 

Вид уравнений Лагранжа не зависит от выбора обобщенных координат (конфигура-
ционного пространства), т.е. эти уравнения инвариантны к преобразованиям  

).,( tqqq nkk ′=′                                                     (5.31) 
Наряду с уравнениями Лагранжа не меняют своего вида при преобразованиях (5.31) 

и полученные из них уравнения Гамильтона. Одним из преимуществ гамильтонового 
формализма является тот факт, что последние допускают более широкий класс преобра-
зований, поскольку в фазовом пространстве независимыми переменными являются и 
обобщенные импульсы:  
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                                                    (5.32) 

Однако теперь уже не при всех видах преобразований (5.32) уравнения Гамильтона 
сохраняют свой канонический вид. Получим условия, при которых переход к новым пе-
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ременным фазового пространства (5.32) в уравнениях Гамильтона (5.3) приводит опять к 
каноническому виду:  
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с новой функцией Гамильтона ),,( tpqHH kk ′′′=′ . Такие преобразования называются ка-
ноническими. 

Условия каноничности преобразований (5.32) можно получить из вариационного 
принципа Гамильтона. Как в новых, так и в старых переменных, если выполняются урав-
нения Гамильтона, то справедлив и принцип экстремальности действия (5: 

( ) ,0=−∫ dtHdqp kkδ                                                 (5.33) 

( ) .0=′−′′∫ dtHqdp kkδ                                                 (5.34) 
Но два принципа (5.33) и(5.34) эквивалентны только тогда, когда подинтегральные функ-
ции отличаются на полный дифференциал произвольной функции Ψ обобщенных коор-
динат и времени  

.)( dtHHqdpdqpdtHqdpdtHdqpd kkkkkkkk −′+′′−=′+′′−−=Ψ         (5.35) 
Таким образом, каждое преобразование характеризуется своей, так называемой произво-
дящей функцией ),,( tqq kk ′Ψ=Ψ . Из (5.35) получаем, что: 
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=                               (5.36) 

Отметим, что производящие функции могут быть заданы и в других переменных (напри-
мер, kk pq ′, ), но разность HH −′  всегда определяется частной производной по времени и 
если производящая функция от него не зависит явно, то функции Гамильтона совпадают. 

Допуская столь широкий класс канонических преобразований, мы лишаем группы 
переменных kq  и kp  их первоначального смысла и физического различия. Так преобра-
зование kk pq =′ , kk qp −=′  (производящая функция kk qq ′=Ψ ), не меняя канонического 
вида уравнений, просто сводится к взаимному переименованию координат и импульсов. 
Для того чтобы подчеркнуть неразличимость групп переменных kq  и kp  фазового про-
странства их называют канонически сопряженными величинами. Условия канонической 
сопряженности (условия, которым должны удовлетворять новые переменные для обеспе-
чения каноничности преобразования) могут быть сформулированы с помощью оператор-
ных скобок Пуассона: 

{ } { } { } .,,0,,0, ,,, knqpnkqpnkqpnk qpppqq δ
ρρρρρρ
=′′=′′=′′                   (5.37) 

Равенства (5.37) следуют из инвариантности скобок Пуассона к каноническим преобразо-
ваниям и соотношений (5.13)  
{ } { } { } { } { } { } .,,,0,,,0,, ,,,,,, knqpnkqpnkqpnkqpnkqpnkqpnk llllllllllll

qpqpppppqqqq δ=′′=′′=′′=′′=′′=′′ ′′′′′′ Инва-
риантность скобок Пуассона при канонических преобразованиях доказывается прямыми 
вычислениями с использованием выражений канонических преобразований через произ-
водящие функции. 
5.5. Уравнение Гамильтона – Якоби 

Рассматривая действие как функцию координат и времени, мы получили соотноше-
ние (5.23), которое может быть записано в виде (использованы соотношения (5.20)), на-
зываемом уравнением Гамильтона-Якоби: 
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Наряду с уравнениями Лагранжа и каноническими уравнения Гамильтона уравнение Га-
мильтона-Якоби также может быть положено в основу описания поведения механической 
системы. Однако в отличие от предыдущих способов описания движения СМТ (5.38) 
представляет не систему обыкновенных дифференциальных уравнения порядка s2 , а 
уравнение в частных производных первого порядка.  

Рассмотрим, как, зная полный интеграл уравнения Гамильтона – Якоби (5.38), найти 
решение уравнений движении (зависимости обобщенных координат от времени). Полный 
интеграл уравнения (5.38) содержит столько же констант, сколько в нем независимых пе-
ременных, т.е. в нашем случае 1+s  

,),,( ckk CCqtS +Ψ=                                                      (5.39) 
где ck CC , - 1+s  произвольных констант. 

Произведем каноническое преобразование от переменных kk pq ,  к переменным 

kk pq ′′ , , причем в качестве производящей функции возьмем функцию ),,( kk CqtΨ=ψ , а 
систему констант kC  примем за новые обобщенные импульсы. Тогда (последнее соотно-
шение получено в силу (5.38)): 
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В силу тождественного равенства нулю функции Гамильтона в новых канонических 
переменных имеем для них следующие канонические уравнения Гамильтона: 

,0,0 =′=′
••

kk pq  
откуда 

., constpconstq kk =′=′  
В то же время второе уравнение (5.39)  
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kk
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∂
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позволяет выразить обобщенные координаты )(tqq kk =  через время и s2  констант 

kk pq ′′ , . 
Таким образом, находя полный интеграл уравнения Гамильтона – Якоби S , диффе-

ренцируя его по s  констант и приравнивая результаты дифференцирования новым s  кон-
стантам kA , получаем систему нелинейных уравнений 
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позволяющих определить обобщенные координаты, как функции времени и s2  констант 
).,,( kkkk CAtqq =  

 
VI. МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ  

СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ 
 
Ранее нами изучались (см. курс лекций по механике - I) малые колебания консерва-

тивных систем с одной степенью свободы. Теперь мы имеем возможность рассмотреть 
малые колебания механических систем с любых конечным числом степеней свободы. 
6.1. Свободные колебания 

Пусть консервативная механическая система со стационарными связями совершает 
малые свободные колебания около устойчивого положения равновесия. Для малых коле-
баний отклонения обобщенных координат kq  от их значений в положении равновесия 

0kq , равные 
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,0kkk qqx −=  
– также малы и, раскладывая в ряд Тейлора потенциальную энергию )( kqU  с учетом, что 
в положении равновесия обобщенные силы равны нулю 0/ =∂−∂= kk qUQ , с точностью 
до членов второго порядка получаем ее в виде однородной положительно определенной 
(положительная определенность следует, очевидно, из условия минимума )( kqU  в поло-
жении устойчивого равновесия) квадратичной формы 

,xxkqU nlnlk 2
1)( =                                                       (6.1) 

где nlk  – матрица констант упругих сил. В случае стационарных связей кинетическая 
энергия также оказывается однородной положительно определенной квадратичной фор-
мой обобщенных скоростей: 
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2
1)(

2
1

02

••••••

=≈== nkknnklknnklkn xxmxxqaqqqaTT                        (6.2) 

где knm  – матрица коэффициентов инерции. 
Таким образом, при стационарных связях лангранжиан консервативной системы, со-

вершающей малые колебания около устойчивого положения равновесия, представляет 
собой разность двух однородных положительно определенных квадратичных форм 

обобщенных скоростей 
•

kx  и отклонений kx  

).(
2
1

02 nknknkkn xxkxxmUTUTL −=−=−=
••

                                (6.3) 

По построенной функции Лагранжа (6.3) составим теперь систему уравнений Лагран-
жа (3.12):  

.0=
∂
∂

−
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
•

k
k

x
L

x

L
dt
d                                                     (6.4) 

Требующиеся для этого частные производные от лагранжиана имеют следующий вид: 
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      (6.5) 

Из (6.4), (6.5) получаем уравнения малых свободных колебаний консервативной механи-
ческой системы с s  степенями свободы 

.0=+
••

nknnkn xcxm                                                            (6.6) 
Это система s  обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами. Каждое из уравнений имеет второй порядок и, следовательно, порядок 
всей системы s2 . 

В соответствии с общей методикой решения систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами ищем решение (6.6) в виде 

,iwt
nn eCx =                                                              (6.7) 

где nC  – некоторая система пока неопределенных s  постоянных; w  – одна из возможных 
частот собственных колебаний механической системы. Подставляя (6.7) в (6.6), получаем 
систему однородных линейных уравнений порядка s  

.0)( 2 =+− nknkn Ccmw                                                       (6.8) 
Как известно, для существования ненулевого решения однородной линейной системы 
уравнений требуется равенство нулю ее определителя 
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.02 =− knkn mwc                                                          (6.9) 
Это, так называемое характеристическое уравнение, представляет собой алгебраическое 
уравнение степени s  относительно квадрата собственной частоты свободных колебаний 

2w . Вещественность и положительность корней уравнения (6.9) очевидна по физическо-
му смыслу, т.к. в противном случае частота оказывается с неравной нулю мнимой частью, 
приводящей к экспоненциально возрастающим или убывающим со временем решениям, 
которые, очевидно противоречат выполняющемуся в консервативных системах закону 
сохранения полной механической энергии.  

Тем не менее, докажем это и непосредственно из системы уравнений (6.8). Умножим 
(6.8) на *

kC  (звездочка означает комплексно-сопряженную величину) и просуммируем по 
всем уравнениям 

,0)( *2 =+− knknkn CCcmw  
откуда получаем 
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w =                                                      (6.10) 

Числитель и знаменатель этой дроби вещественны в силу вещественности и симметрич-
ности коэффициентов knc  и knm . Например, для знаменателя имеем (последнее равенство 
следует из того факта, что индексы по которым ведется суммирование могут быть любы-
ми): 

( ) ,******
knknnknkknnkknknknkn CCcCCcCCcCCcCCc ====  

т.е. сопряженная величина равна самой величине, а это верно только для действительных 
чисел. Следовательно, вещественной оказывается и дробь. Положительность этой дроби 
следует из положительной определенности входящих в нее квадратичных форм: 
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После определения частот nw  из характеристического уравнения (6.9) для каждой из 
них находится набор констант kC , удовлетворяющих линейной системе уравнений (6.9). 
Как известно, если корни характеристического уравнения различны, то эти константы 
пропорциональны соответствующим минорам определителя (6.9) при значениях nww = . 
Обозначив эти миноры через knΔ , получаем набор (для каждой собственной частоты nw  
свое решение) частных решений ti

kn
ti

kk eeCx nn ww Δ==  и общее решение, представляющее 
собой линейную комбинацию частных решений: 
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где ni
nn eAA 0ϕ=  – произвольные комплексные константы, определяющиеся из начальных 

условий. Переходя к вещественной части, получаем общий вид решения системы уравне-
ний малых свободных колебаний (6.6)  

,)wcos(
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0n nkn

s

n
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                                    (6.12) 

в который входят в соответствии с порядком этой системы s2  констант ( nA  и n0ϕ ). 
В соответствии с (6.12) изменение каждой обобщенной координаты kx представляет 

собой суперпозицию (наложение) s  простых гармонических колебаний 
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)wcos()( 0n nnn tAt ϕξ +=  различных собственных частот с произвольными амплитудами 
и фазами. Рассматривая (6.12) как связь между обобщенными координатами kx  и kξ  и 
разрешая их относительно новых координат kξ , получаем, что для них уже решение рас-
падается на s  простых гармонических колебаний, описываемых уравнениями 

.02 =+
••

kkk w ξξ                                                        (6.13) 
Так построенные и обладающие такими свойствами обобщенные координаты назы-

ваются нормальными или главными. Как видно из (6.13) ускорение каждой нормальной 
координаты зависит лишь от нее самой. Соответственно, и для определения ее временной 
зависимости (определения амплитуды и начальной фазы), необходимы лишь начальные 
координаты и скорости только ее самой же, т.е. все нормальные колебания механической 
системы полностью независимы друг от друга.  

Поскольку система уравнений малых колебаний (6.6) в нормальных координатах рас-
падается на независимые уравнения (6.12), то достаточно очевидно, что функция Лагран-
жа в этом случае представляет собой сумму функций Лагранжа для колебаний СМТ с од-
ной степенью свободы и частотами nw  
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Сравнение (6.3) и (6.14) показывает, что переходом к нормальным обобщенным коорди-
натам удается обе квадратичные формы (кинетической и потенциальной энергий) одно-
временно привести к диагональному виду. 

Случай кратных частот отличается незначительно. Решение также имеет вид (6.12) 
(степенных временных множителей не возникает из тех же энергетических соображений, 
которые приводились ранее для обоснования отсутствия экспоненциально возрастающих 
или убывающим со временем решений), однако коэффициенты knΔ  для кратных частот 

nw  уже не являются соответствующими минорами, т.к. последние оказываются равными 
нулю. Каждой кратной частоте соответствует число нормальных координат равное крат-
ности, и их выбор становится неоднозначным.  
6.2. Свободные колебания с трением 

В соответствии с (3.14), (6.4) уравнения Лагранжа для малых колебаний механиче-
ских систем с диссипативными силами трения имеют вид 
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В случае линейной зависимости этих сил от скоростей имеем 
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где набор коэффициентов knα  представляет собой симметричную матрицу (доказательст-
во этого факта выходит за рамки механики) 

.nkkn αα =                                                           (6.17) 
Из (6.16), (6.17) следует, что обобщенные силы трения могут быть записаны в виде част-
ных производных по обобщенным координата 
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от квадратичной формы (так называемой диссипативной функции) 
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Введенной функцией диссипации определяется интенсивность рассеивания полной меха-
нической энергии: 
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     (6.20) 

Поскольку силы диссипации могут приводить лишь к уменьшению полной механической 
энергии, то из (6.20) следует положительная определенность квадратичной формы (6.19) 
для диссипативной функции D . 

Подставляя (6.19) в (6.15), получаем систему уравнений Лагранжа для малых колеба-
ний механических систем с трением  
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где в качестве функции Лагранжа по-прежнему служит разностью двух положительно 
определенных форм (6.3). Подставляя (6.3) в (6.21), получаем систему уравнений малых 
колебаний с трением 

,0=++
•••

nknnknnkn xcxαxm                                                  (6.22) 
которые отличаются от уравнений (6.6) без трения лишь силами (6.16). 

Решение (6.22) ищем в том же виде (6.7), как и для механической системы без трения 
(для собственного значения ввели новое обозначение r , т.к. теперь это комплексное чис-
ло не имеющее смысла круговой частоты колебаний ) 

.irt
nn eCx =  

В результате получаем характеристическое уравнение  
.02 =++ knknkn crrm α                                                     (6.23) 

Так как в алгебраическом уравнении (6.23) порядка s2  все коэффициенты – действитель-
ные, то его решения – собственные значения r  – могут быть либо вещественными, либо 
комплексно сопряженными. Вещественные решения и вещественные части комплексно 
сопряженных решений должны быть обязательно отрицательными, поскольку в против-
ном случае полная механическая энергия возрастала бы со временем, что противоречит 
(6.20) и физически обоснованному предположению о положительной определенности 
диссипативной функции D .  
6.3. Вынужденные колебания 

Введением нормальных обобщенных координат вынужденные колебания для меха-
нических систем с s  степенями свободы сводятся к рассмотрению s  одномерных выну-
жденных колебаний. Функция Лагранжа в нормальных координатах kξ  с учетом дейст-
вующих внешних сил )(tFk  записывается в виде: 
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где freeL  – лагранжиан свободных колебаний, а )(tf k -обобщенные силы в нормальных 
координатах 

.)()( nknk tFtf Δ=  
Соответственно система уравнений движения распадется на s  независимых колебатель-
ных изменений каждой из нормальных координат kξ  
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).(2 tfw kkkk =+
••

ξξ                                                      (6.24) 
При вынужденных колебаниях с трением переход к нормальным координатам в об-

щем случае оказывается невозможным вследствие неприводимости к диагональному виду 
одновременно трех квадратичных форм (кинетической и потенциальной энергий, дисси-
пативной функции). Однако в некоторых частных случаях такое приведение оказывается 
реализуемым. Например, если коэффициенты функции диссипации оказываются пропор-
циональными инерционным коэффициентам (так называемый случай внешнего демпфи-
рования) 

nkkn mα β2=  
или коэффициентам квадратичной формы потенциальной энергии (так называемый слу-
чай внутреннего демпфирования) 

,2 nkkn cα γ=  
то переход к нормальным координатам возможен, и система уравнений движения распа-
дается на s  полностью независимых колебательных процессов с различным (в случае 
внутреннего демпфирования) для каждой из нормальных координат коэффициентом тре-
ния 

),(2 2 tfw kkkkkk =++
•••

ξξβξ                                             (6.25) 

где ββ ≡k  – для внешнего демпфирования и 2
kk wγβ = – для внутреннего демпфирова-

ния.  
Отметим, что модели внутреннего и внешнего демпфирований существенно проще 

общего случая, и вполне естественным представляется принятие этих моделей в качестве 
рабочих на начальном этапе исследований механических систем с неизвестными дисси-
пативными свойствами. 

 
VII. УСТОЙЧИВОСТЬ РАВНОВЕСИЯ И ДВИЖЕНИЯ  

МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 
Проектирование любой механической системы включает в себя, как один из основных 

элементов, ее расчет, т.е. решение системы уравнений движения и (или) равновесия (да-
лее для движения и равновесия будем употреблять единый термин  – поведение системы). 
В то же время параметры конкретной реализации этой системы неизбежно имеют откло-
нения от значений, закладываемых в ее численную модель, в пределах некоторых допус-
ков, которые также должны быть определены на стадии разработки конструкции. Кроме 
того, при эксплуатации механическая система подвергается воздействию нагрузок, со-
держащих случайную компоненту, также, как правило, не учитываемую при расчетах в 
силу ее малости по сравнению с основными действующими силами. Однако не смотря на 
малость, случайное воздействие может оказаться причиной, вызывающей существенные 
для рассматриваемой задачи отклонения решения от полученного в первоначальной по-
становке без учета малых возмущающих факторов. В связи с изложенным дополнительно 
к изучению поведения механической системы должно проводиться исследование его ус-
тойчивости, гарантирующее допустимо малые изменения получаемых решений при дос-
таточно малых возмущениях параметров конструкции, действующих сил и начальных ус-
ловий (в случае исследования устойчивости движения).  
7.1. Определение и критерии устойчивости 

Система уравнений Лагранжа (3.14), разрешенная относительно вторых производных 
обобщенных координат, имеет вид: 

).,,( tqqq nlkk

•••

Υ=                                                              (7.1) 
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Для получения из (7.1) однозначного решения требуются начальные условия, задающие 
обобщенные координаты и скорости в некоторый момент времени 0t  (далее считаем 

00 =t ): 

., 0

0

0
0

•

=

•

= == k
t

kktk qqqq                                                 (7.2) 

Интегрируя (7.1) с начальными условиями (7.2), получаем решение уравнений движения  

.),,( 00
•

= nlkk qqtqq                                                           (7.3) 
Именно это решение (называемое невозмущенным), выбор которого также является ча-
стью постановки задачи (он – неоднозначен, т.к. определяется целью исследований и ис-
пользуемой математической моделью), и исследуется на устойчивость.  

Исследование устойчивости поведения механической системы, вообще говоря, тре-
бует рассмотрения представительного набора существенно различных возмущающих 
факторов, приводящих к изменениям начальных условий (7.2) и правых частей системы 
уравнений (7.1), а в некоторых случаях и к смене ее порядка (если возмущающие факто-
ры изменяют число степеней свободы). Однако в такой постановке задача оказывается 
необозримой и приходится становиться на наивную, но вынужденную точку зрения, за-
ключающуюся в том, что достаточным является исследование устойчивости к некоторо-
му весьма ограниченному набору возмущающих факторов, которые, по мнению разра-
ботчика механической системы, могут наиболее сильно повлиять на ее поведение. Далее 
для простоты изложения в качестве возмущающего фактора рассматривается только из-
менение начальных условий (7.2), при котором поведение системы уже будет описывать-
ся новыми возмущенными решениями системы (7.1) (все возмущенные величины поме-
чаются сверху волной) 

.)~,~,(~~ 00
•

= nlkk qqtqq                                                        (7.4) 
Разность этих решений называется отклонением  

).,,()~,~,(~)(),,,()~,~,(~)( 00000000
•••••••

−=Δ−=Δ nlknlkknlknlkk qqtqqqtqtqqtqqqtqt  
В начальный момент времени эти отклонения определяются возмущением начальных ус-

ловий (отметим, что точка над задаваемыми начальными константами 
•••

Δ000 ,~, kkk qq  не оз-
начает дифференцирования по времени, а лишь напоминает, что это начальное значение 
обобщенной скорости или ее изменения) 

.~)0(,~)0( 000000
••••

−=Δ=Δ−=Δ=Δ kkkkkkkk qqqq                        (7.5) 
В качестве меры отклонения удобно принять расстояние между точками конфигура-

ционного пространства (а также пространства обобщенных скоростей), изображающими 
положение механической системы в заданные моменты времени  
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kkk qqqq                        (7.6) 

Основной вопрос теории устойчивости заключается в возможности задания возмущаю-
щих отклонений в таких пределах (размерах допусков), чтобы отклонения в решениях не 
превышали наперед заданных значений. В соответствии с этим и делается определение 

устойчивости поведения системы по Ляпунову: если для любых 0>ε  и 0>
•

ε  най-

дутся такие 0),( >
•

εεδ  и 0),( >
••

εεδ , что при  
••

<Δ<Δ δδ 00 , kk  

для всех 0>t  выполняются неравенства: 
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,,
••

<Δ<Δ εε kk  

то поведение системы – устойчиво. Если поведение системы не обладает свойством ус-
тойчивости, то оно – неустойчиво. Дадим определение неустойчивости, формулируя 
свойство поведения системы противоположное данному в определении ее устойчивости 
(математическая логика учит, что для этого надо слова «любые» и «все» заменить на «су-
ществуют» и «найдутся» и наоборот, а также изменить знаки в неравенствах для норм от-
клонений решения; ну и, конечно, немножко подумав, отредактировать получившееся ут-
верждение). Тогда получим определение неустойчивости поведения системы по Ля-

пунову: если существуют такие 0>ε  и 0>
•

ε , что для любых 0>δ  и 0>
•

δ , не-
смотря на то, что  

,, 00
••

<Δ<Δ δδ kk  

найдется такое 0>t , что окажется справедливым хотя бы одно из неравенств: 

,)(,)(
••

>Δ>Δ εε tt kk  

то поведение системы – неустойчиво. 
Определение устойчивости говорит лишь о том, что нормы отклонений в поведении 

системы можно сделать сколь угодно малыми, но из него не следует, что постепенно сис-
тема «забудет» про ее возмущение и опять устремиться к своему невозмущенному пове-
дению при ∞→t . Поскольку такое стремление не гарантирует устойчивости (при не 
слишком больших t  нормы отклонений могут быть велики), то требование устойчивости 
также должно быть оставлено для таких устойчиво себя ведущих при больших временах 
систем. В результате получаем определение асимптотической устойчивости поведения 
системы по Ляпунову: устойчивое поведение системы называется асимптотически 
устойчивым, если дополнительно выполняются предельные соотношения:  

.0lim0lim ==
•

∞→∞→
(t)Δ,(t)Δ ktkt

 

Исследование устойчивости удобнее проводить, анализируя поведение входящих в ее 

определение отклонений )(),( tt kk

•

ΔΔ . Так как возмущенное решение также удовлетво-
ряют системе уравнений движения  

),~,~(~ tqqq nlkk

•••

Υ=                                                         (7.7) 
и начальным условиям 
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kktk qqqq                                             (7.8) 

то, вычитая (7.1) из (7.7) и (7.2) из (7.8), получаем формулировку задачи об устойчивости 
системы в отклонениях: 
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Система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений с начальными усло-
виями (7.9) в общем случае сложна для исследований, и дальнейшим упрощением являет-
ся ее линеаризация, которая получается при учете лишь линейных членов по отклонениям 

•

ΔΔ nn ,  в разложении в ряд Тейлора функций ),,,( tqq nnnnk ΔΔ+Υ
••

: 
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Рассмотрим частный случай консервативной системы со стационарными связями и ли-
нейными силами диссипации. Тогда линеаризованные около положения равновесия (не-
обязательно устойчивого) уравнения Лагранжа имеют вид (6.22), откуда следует, что за-
дача (7.10) для устойчивости равновесия сводится уже к линейной системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами: 
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Решение линейной системы уравнений с постоянными коэффициентами ищется в виде  
,t

nn eC λ=Δ                                                        (7.12) 
откуда из требования существования ненулевого решения получается характеристическое 
уравнение для собственных значений λ  (к аналогичному уравнению приходим и в обще-
го случае (7.10), если оказываются постоянными коэффициенты knkn fd , ) 

.0|||| 2 =++ knknkn cαm λλ                                               (7.13) 
Знание знаков действительных частей собственных значений оказывается достаточным 
для выводов об устойчивости поведения линейной системы. Из анализа поведения реше-
ний (7.12) достаточно очевидно, что: 
–если при 0)Re( <λ  для всех собственных значений, то невозмущенное поведение систе-
мы – асимптотически устойчиво; 

–если существует хотя бы одно собственное значения с 0)Re( >λ , то невозмущенное по-
ведение системы – неустойчиво; 

–если некоторые собственные значения чисто мнимые ( 0)Re( =λ ), а для остальных 
0)Re( <λ , то невозмущенное поведение системы – устойчиво. 

Легко видеть, что перечисленными тремя случаями, исчерпываются все возможные рас-
положения собственных 
значений λ  относительно 
комплексной оси на ком-
плексной плоскости (при-
меры таких расположений 
для системы с тремя сте-
пенями свободы представ-
лены на рисунке). Отме-
тим, что по коэффициен-
там характеристического 

уравнения (7.12), записанного в виде 
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ν λ                                                            (7.14) 

можно сделать вывод о положительности действительных частей собственных значений. 
Наиболее известен критерий Гурвица: для отрицательности вещественных частей 
корней алгебраического уравнения (7.14) необходимо и достаточно, чтобы определи-
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тель матрицы Гурвица sG2  и все ее диагональные миноры νG  удовлетворяли нера-
венствам (в случае 00 >a  были положительными) 

( ) .0)( 0 >ν
ν Gasign  

На диагонали матрицы Гурвица находятся коэффициенты νa , а выше и ниже диагонали в 
каждом столбце располагаются те же коэффициенты с возрастанием и убыванием их ин-
дексов, соответственно (если индекс выходит за пределы своего изменения, то это место 
матрицы заполняется нулем) 
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Используются и другие критерии (частотный критерий Михайлова, критерий Вышне-
градского для характеристических уравнений третьего порядка). 

Таким образом, в линейном случае исследование устойчивости не вызывает принци-
пиальных трудностей. Поэтому одним из методов исследования на устойчивость  являет-
ся сведение нелинейной задачи в приращениях (7.9) к линейной (7.10) (метод исследова-
ния устойчивости по первому приближению). Однако тогда возникает законный вопрос, 
при каких условиях и какие выводы, полученные для линеаризованной задачи, остаются 
справедливыми и применительно к ее исходной нелинейной формулировке. Примени-
тельно к линейным системам с постоянными коэффициентами исчерпывающий ответ на 
этот вопрос дают следующие три теоремы Ляпунова об устойчивости по первому при-
ближению.  

Терема 1. Из асимптотической устойчивости линеаризованной системы уравне-
ний следует асимптотическая устойчивость и ее исходной нелинейной формулиров-
ки. 

Теорема 2. Из неустойчивости линеаризованной системы уравнений следует не-
устойчивость и ее исходной нелинейной формулировки. 

Теорема 3. При отсутствии асимптотической устойчивости из устойчивости ли-
неаризованной системы уравнений устойчивость нелинейной системы уравнений не 
следует. 

Следовательно, при асимптотической устойчивости и в случае неустойчивости нели-
нейные добавки, отбрасываемые при линеаризации, на характер устойчивости повеления 
системы оказать влияния не могут. При устойчивом, но не асимптотически устойчивом 
поведении линейной системы нелинейные добавки могут существенным образом изме-
нить выводы об устойчивости нелинейного случая. 

Согласно теореме 3 метод исследования по первому приближению приводит к ре-
зультату не во всех случаях. Кроме того, теоремы Ляпунова об устойчивости по первому 
приближению применимы лишь для исследования поведения систем, линеаризация кото-
рых приводит к уравнениям с постоянными коэффициентами. Более общим по примени-
мости является метод исследования устойчивости Ляпунова, основанный на использова-
нии некоторого класса знакоопределенных функций )( νxV  в фазовом пространстве νx . 
Будем считать, что в этот класс входят функции, которые только в начале координат фа-
зового пространства обращаются в ноль 0)( 0 ==νν xxV , а в некоторой его окрестности 

0, >≤ δδνx  обладают :следующими свойствами: 
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–однозначны и непрерывны; 
–имеют непрерывными частными производными νxV ∂∂ / ; 
Из непрерывности и обращения в ноль только в начале координат следует, что функция 

)( νxV  – знакоопределена, т.е. вне начала координат либо 0)( >νxV , либо 0)( <νxV . В 
том случае, если функция не меняет знака, но допускается обращение в ноль и в отлич-
ных от начала координат точках, она называется знакопостоянной. Используя введенные 
функции, сформулируем без доказательства теорему, дающую достаточный критерий 
устойчивости: для устойчивости поведения системы достаточно существования зна-
коопределенной функции )( νxV  в фазовом пространстве, полная производная кото-
рой по времени в силу дифференциальных уравнений возмущенного движения зна-
копостоянна с противоположным знаком к )( νxV  или тождественно равна нулю. 

Таким образом, доказательство устойчивости поведения системы может быть сведено 
к построению знакоопределенной функции, принадлежащей описанному выше классу и 
обладающей требуемыми в теореме свойствами. Однако построение такой функции Ля-
пунова во многих случаях является самостоятельной и не всегда просто решаемой зада-
чей. 
7.2. Устойчивость равновесия консервативных систем 

Рассмотрим консервативную систему со стационарными связями. Тогда справедлива 
теорема Лагранжа об устойчивости равновесия консервативных систем: если в по-
ложении равновесия потенциальная энергия имеет изолированный минимум, то 
равновесие в этом положении – устойчиво. Доказательство теоремы Лагранжа основы-
вается на построении функции Ляпунова. В положении равновесия, как следует из (2.14), 
обобщенные силы kQ обращаются в ноль 

.0
)(
=

∂
∂

−=
k

l
k q

qU
Q                                                         (7.16) 

Решая систему уравнений (7.16), находим значения обобщенных координат 0
kq , при кото-

рых механическая система находится в равновесии, но это равновесие может быть и не-
устойчивым. Введем новые обобщенные координаты 0

kkk qqx −= . Очевидно, что для них 
условие (7.16) уже записывается в виде 

.0
0

=
∂
∂

=lxkx
U                                                               (7.17) 

Примем, что в исследуемом на устойчивость положении равновесия 00 =−= kkk qqx  по-
тенциальная энергия равна нулю (это всегда возможно сделать выбором ее начала отсче-
та, т.к. она определена с точностью до константы). Тогда, поскольку по условию теоремы 
потенциальная энергия имеет минимум, то существует окрестность около положения 
равновесия, где она положительно-определена. Теперь в качестве функции Ляпунова вы-
берем полную механическую энергию 

).(),(),( lllll xUxxTxxV +=
••

 
Она знакоопределена (везде кроме нуля положительна в рассматриваемой окрестности), а 
ее полная производная по времени в силу сохранений полной механической энергии в 
консервативных системах тождественно равна нулю. Следовательно, выполнены все дос-
таточные условия теоремы Ляпунова и этим доказано, что положение равновесия с ми-
нимум потенциальной энергии устойчиво. 

Однако в реальных механических системах всегда действуют силы диссипации и 
возникает вопрос, как они могут повлиять на устойчивость равновесия. Оказывается, что 
они не ухудшают ситуации при наличии устойчивости, но не могут к ней привести при ее 
отсутствии, а именно, справедливы следующие теоремы (эти теоремы доказаны лишь для 
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сил трения (6.16), пропорциональных обобщенным скоростям), полученные лордом 
Кельвиным. 

Теорема 1. Учет сил диссипации в консервативных системах оставляет устойчи-
вые положения равновесия таковыми. 

Теорема 2. Если вводимые в консервативную систему силы трения, обуславли-
вают диссипацию энергии по всем нормальным координатам, то устойчивые поло-
жения равновесия приобретают свойство асимптотической устойчивости. 

Теорема 3 Учет сил диссипации в консервативных системах оставляет неустой-
чивые положения равновесия таковыми. 
7.3. Автоколебания 

Автоколебания – колебания, возбуждаемые и поддерживаемые непериодическим воз-
действием. Автоколебательные движения используются во многих устройствах (например, к 
ним относятся колебания струны скрипки при равномерном движении смычка, колебания 

маятника часов и т.д.) Однако если 
механическая система включает 
источник энергии, то хотя ее экс-
плуатация и не предполагает авто-

колебательных режимов, они могут возникнуть при некоторых  условиях. В этом случае сис-
тему относят к классу потенциально автоколебательных, а переход к автоколебаниям может 
рассматриваться как механизм потери устойчивости рабочего режима устройства. Наибо-
лее•известными примерами нежелательных автоколебаний являются: флаттер – возбужде-
ние в струе набегающего потока колебательных движений крыльев, весьма опасных для 
самолетов, и шимми – возбуждение за счет кинетической энергии автомобиля виляющего 
движения катящегося колеса. 

Помимо наличия постоянной подпитки энергии система лишь в том случае может быть 
отнесена к потенциально автоколебательной, если в ней имеется обратная связь, способная 
обеспечить периодический отбор энергии от ее источника. Следовательно, мы можем опа-
саться автоколебательной неустойчивости, если в механическую систему входят хотя бы три 
элемента, как это показано на рисунке. К основным особенностям поведения системы, указы-
вающим, что мы имеем дело с автоколебаниями, относят: самовозбуждение колебаний (от-
сутствует периодическое воздействие извне), а также зависимость частот и амплитуд только 
от параметров системы (в частности, независимость амплитуд от начальных условий, как это 
имеет место при малых свободных колебаниях). 

При изучении автоколебаний оказывается полез-
ным предварительный энергетический анализ, осно-
ванный на том, что соблюдается баланс между энер-
гией plusE , поступающей от источника, и энергией 

usEmin , диссипируемой в автоколебательном процес-
се. Обычно строятся зависимости этих энергий от ха-
рактерной амплитуды A  колебаний. Примеры таких 
зависимостей для двух систем, обладающих различ-
ными свойствами, представлены на рисунке. Невоз-
мущенному поведению (движению или равновесию) 
соответствует амплитуда 0=A , автоколебаниям – 
амплитуды 321 ,, AAAA =  (при этих значениях ам-
плитуд выполняется баланс энергий usplus EE min= ). В 
случае системы I невозмущенное поведение с 0=A и 
автоколебание с амплитудой 2AA =  – неустойчивы 
(отклонения от этих значений амплитуд ведут к их 
изменению в сторону отклонения). Небольшие воз-
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мущения невозмущенного поведения приведут к автоколебаниям с амплитудой 1AA = , 
достаточно сильное воздействие может реализовать переход к устойчивым автоколебани-
ям с 3AA = . Система II ведет себя совершенно иначе. Как видно из рисунка, для нее ус-
тойчивыми являются невозмущенное поведение и автоколебание с 2AA = . Теперь уже 
небольшие возмущения невозмущенного поведения не приведут к качественному изме-
нению ситуации, т.к. после воздействия система вернется к исходному поведению с 

0=A . Только достаточно сильное возмущение может перевести систему к состоянию 
устойчивых автоколебаний с 2AA =  (для этого ей необходимо, по крайней мере, иметь в 
результате возмущения амплитуду, превышающую 1A ).  

В качестве примера исследования на устойчивость потенциально автоколебательной сис-
темы рассмотрим явление флаттера, упростив расчетную модель насколько это возможно, 
чтобы еще остался сам автоколебательный механизм потери устойчивости равновесия крыла 
самолета в набегающем потоке воздуха. Физическая суть флаттера имеет аэро – упруго - ди-
намическую природу. Упругие колебания крыла являются по необходимости изгибно-

крутильными, т.к. из-за несовпадения центров 
масс и жесткости (центром жесткости каждого 
сечения крыла называется точка приложения 
равнодействующей упругих сил) в сечениях 
крыла чисто изгибные или крутильные колеба-
ния не реализуются (детально этот вопрос рас-
сматривается в курсах механики сплошных сред 
и выходит за рамки теоретической механики 
дискретных систем м.т.). Мы заменим изгибно-
крутильные колебания упругого крыла плоским 
движением абсолютно жесткого тела на упругих 
пружинах, совершающего поперечно-
поворотные малые смещения, как это представ-
лено на рисунке. Ширину крыла (размер сече-
ния абсолютно твердого тел) примем равной 
L, а расстояние между центрами жесткости F 
и инерции C за l. Тогда координата центра 

жесткости Fx  определяется из условия отсутствия относительно этой точки крутящего 
момента упругих сил при поперечном смещении 

).(21 FF xLkxk −=                                                  (7.18) 
Примем за обобщенные координаты показанные на рисунке смещение z  центра жест-

кости F (этому смещению соответствует изгиб крыла) и угол поворота тела ϕ  (он реали-
зуется при закручивании крыла). При невозмущенном движении 0,0 ≡≡ ϕz  (это соот-
ветствует указанному на рисунке направлению потока и отсчету z  от положения точки C 
при нерастянутом положении пружин). Для получения системы дифференциальных урав-
нений движения малых автомодельных колебаний найдем кинетическую и потенциаль-
ную энергии построенной модельной механической системы с двумя степенями свободы. 
Используя теорему Кенига (см. курс Механика-I), рассчитываем кинетическую энергию: 
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где 2mlII C +=  – момент инерции тела относительно центра жесткости (согласно теореме 
Штейнера). С учетом (7.18): потенциальная энергия пружин равняется:  
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где k  – жесткость системы на кручение. 
Обобщенными силами в нашем случае будут подъемная аэродинамическая сила zQ  и 

аэродинамический момент ϕQ , которые пропорциональны скоростному напору и эффек-

тивному углу атаки Vz/
•

+ϕ  (слагаемое Vz/
•

 добавляется к углу атаки вследствие прира-
щения по оси z  относительной скорости крыла и потока; знак минус в выражении для 

zQ  соответствует противоположности направлений подъемной силы и оси z ): 
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где ρ  – плотность набегающего газа; ϕCC ,z  – безразмерные аэродинамические коэффи-
циенты пропорциональности;. )(),(zz VAAVAA ϕϕ ==  – заданные квадратичные функции 
скорости. 

Подставляя (7.19)-(7.21) в уравнения Лагранжа (3.14), получаем линейную систему 
двух обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка каждое: 
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где 2mlII C +=  – момент инерции тела относительно центра жесткости (согласно теореме 
Штейнера).  

Для исследования на устойчивость (получения характеристического уравнения) под-
ставляем в (7.22) решение в виде (7.12) и получаем однородную линейную систему: 
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у которой имеется ненулевое решение лишь при равном нулю детерминанте 
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Раскрывая полученный детерминант, находим характеристическое уравнение четвертой 
степени в виде (7.14) с коэффициентами (обе части характеристического уравнения поде-
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лены на 2
21

22 )/)(( mkkLm +  и собственные значения сделаны безразмерными по формуле 
λλ ~/)( 21 mkk += , тогда, очевидно, и коэффициенты будут безразмерными): 
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где введены безразмерные параметры  
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Для асимптотической устойчивости, согласно критерию Гурвица, все коэффициенты и 
определитель (третий диагональный минор матрицы Гурвица)  
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должны быть положительны: 
.0,0,0,0,0,0 343210 >Δ>>>>> aaaaa  

Из выражений (7.24) для коэффициентов характеристического уравнения, очевидно, что 
для всех значений скорости (как следует из (7.21) функции )(),(z VAVA ϕ  – всегда поло-
жительны): 

0,0,0 310 >>> aaa  
и условия устойчивости сводятся к трем неравенствам 

.0,0,0 342 >Δ>> aa  
Рассмотрим условие 03 >Δ , которое записывается в виде 
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Сокращаем обе части неравенства на положительное выражение kVAz
~/~/~ 22  и преобразу-

ем получившееся для zA~  неравенство: 
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При 1~~
<Ik  и достаточно малом γ  первый множитель левой части неравенства (7.26) по-

ложителен и, следовательно, 
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                                                 (7.27) 

Для условий 0,0 42 >> aa  получаем аналогичные неравенства: 
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которые, как легко видеть, выполняются, если выполняется (7.27). Следовательно, усло-
вие 03 >Δ  нарушается при меньших скоростях, чем становятся отрицательными коэф-
фициенты 42 , aa . 

Используя выражение (7.21) для функции )(zz VAA = , из (7.27) получаем ограниче-
ние на скорость, при выполнении которого автоколебания будут затухать, т.е. потеря ус-
тойчивости (флаттер) не реализуется 
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Таким образом, безразмерная критическая скорость crV~  определяется четырьмя без-

размерными параметрами kIl ~,~,~,γ  по формуле 
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(7.29) 
Зависимости безразмерной критической 

скорости от параметра zCC /ϕγ =  при раз-

личных значениях l~  представлены на ри-
сунке. Эти зависимости построены по фор-
муле (7.29), в которой безразмерные пара-
метры k~ , I~  задавались для случая равных 
жесткостей пружин 21 kk =  и оценки момен-
та инерции CI  в предположении, что крыло 
– стержень: 
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12
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Из представленных на рисунке результатов следует, что с ростом расстояния между цен-
трами инерции и жесткости критическая скорость, пройдя через максимум, уменьшается, 
т.к. автоколебания реализуются лишь при наличии взаимосвязи между поперечными (из-
гибными в крыле) и поворотными (крутильными в крыле) колебаниями. Также наблюда-
ется уменьшение критической скорости с ростом параметра γ , поскольку, как это видно 
из системы уравнений движения (7.22), именно крутящий аэродинамический момент (он 
пропорционален γ ) играет дестабилизирующую роль, обусловленную слагаемым 

•

− z
V

LAϕ  во втором уравнении этой системы. 
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