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Выведены динамические уравнения Эйлера для вращающегося твердо-
го тела с неподвижной точкой в проекции на неподвижные (инерци-
альные) оси. Представлена полная система аналитических интегралов
в форме векторного интеграла для динамического уравнения Эйлера с
нулевой правой частью, а также для кинематических уравнений Пуас-
сона и Вольтерра-Жуковского. Все названные интегралы не содержат
эллиптических квадратур.
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1. Введение

В настоящей работе рассматриваются три системы дифференциальных урав-
нений:

1. динамические уравнения Эйлера с нулевой правой частью («случай Эйлера-
Пуансо»);

2. кинематические уравнения Пуассона;

3. уравнения Вольтерра-Жуковского.

В классической научной и учебной литературе утверждается, что один из интегра-
лов уравнения Эйлера-Пуансо обязательно является эллиптическим интегралом
Лежандра 1 рода (см., например, [1,т.2, стр.150-152], [2], [3,с.89, 97], [4, стр.36]), [5,
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стр.196-197], [6, стр194-196], [7, т.3, стр.123], [ 8, стр.227-228], [9, стр. 388-389], [10,
стр. 106]): �

𝑑𝑧√︀
(1 − 𝑧2) (1 − 𝑘2𝑧2)

= 𝑎𝑡+ ℎ*.

Здесь 𝑎 и ℎ* – некоторые константы. Поскольку классические параметры {𝑝, 𝑞, 𝑟}
динамического уравнения Эйлера-Пуансо (1.1) нелинейно связаны между собой, то
был сделан вывод, что решение уравнения Эйлера-Пуансо также представляется
в конечном итоге в эллиптических функциях [1, т.2, стр.150-152], [2], [3, с. 89,97],
[4, стр.36]), [5, стр.196-197], [6, стр194-196], [7, т.3, стр. 123 ], [ 8, стр. 227-228], [9,
стр. 388-389], [10, стр. 106].

Следовательно, все классические компоненты {𝑝, 𝑞, 𝑟} вектора угловой скоро-
сти твердого тела представляются в конечном итоге также в эллиптических функ-
циях. Структура кинематических уравнений Пуассона и уравнений Вольтерра-
Жуковского идентична уравнениям Эйлера-Пуансо. Из этого факта был сделан
вывод, что и первые интегралы уравнений Пуассона и Вольтерра – Жуковского,
в конечном счете, представляются в эллиптических квадратурах.

Ниже будет представлено доказательство того, что уравнения Эйлера-Пуансо
являются уравнениями в полных дифференциалах. По этой причине все первые
интегралы этого уравнения представляются в элементарных функциях. Таким об-
разом, уравнения Эйлера, Пуассона и Вольтерра-Жуковского имеют векторные
интегралы, которые также представлены в элементарных функциях, т.е. без эл-
липтических квадратур.

1.1 Динамические уравнения и эллиптические квадратуры

Динамические уравнения Эйлера с нулевой правой частью («случай Эйлера-
Пуансо») для твердого тела с одной неподвижной точкой можно представить
так:

𝑑 (Jp)

𝑑𝑡
+ [p,Jp] =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴

∙
𝑝+ (𝐶 −𝐵) 𝑞𝑟 = 0, (𝑎)

𝐵
∙
𝑞+ (𝐴− 𝐶) 𝑝𝑟 = 0, (𝑏)

𝐶
∙
𝑟+ (𝐵 −𝐴) 𝑝𝑞 = 0, (𝑐)

(1.1)

где J – тензор инерции тела с постоянными диагональными элементами

J =

⎡⎣ 𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

⎤⎦ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐴,𝐵,𝐶) , 𝐴 ̸= 𝐵 ̸= 𝐶 ̸= 𝐴. (1.2)

Здесь p – известный вектор угловой скорости твердого тела в проекции на оси,
жестко связанные с твердым телом (см., например, [1, т.2, стр. 141], [4, стр.33], [5,
стр. 79], [11, стр. 242], [12, стр. 156], [13, стр. 54], [14, стр. 44]):

p =

⎡⎣ 𝑝
𝑞
𝑟

⎤⎦ =

⎡⎢⎢⎣
∙
𝜓 sin𝜙 sin𝜗+

∙
𝜗 cos𝜙

∙
𝜓 cos𝜙 sin𝜗−

∙
𝜗 sin𝜙

∙
𝜓 cos𝜗+

∙
𝜙

⎤⎥⎥⎦ . (1.3)
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Здесь и далее в тексте символами {𝜓, 𝜗, 𝜙} обозначены классические углы Эй-
лера.

Уравнение (1.1) имеет два скалярных интеграла (см., например, [1, т.2, стр.
150], [5, стр. 190-191], [8,стр. 227-228], [9, стр. 388-389], [14, стр. 64]):

⟨Jp,Jp⟩ = 𝐴2𝑝2 +𝐵2𝑞2 + 𝐶2𝑟2 = 𝐾2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (1.4)

⟨Jp,p⟩ = 𝐴𝑝2 +𝐵𝑞2 + 𝐶𝑟2 = ℎ1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (1.5)

В XVIII-XIX веках классиками науки было принято решение найти третий
интеграл из уравнения (1.1b). Для этого скалярное уравнение (1.1b) с помощью
равенств (1.4) и (1.5) было приведено к дифференциальному уравнению эллипти-
ческого типа:

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= −𝜆3

√︀
(𝜆1 − 𝑞2) (𝜆2 − 𝑞2), (1.6)

где 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 – числовые константы, зависящие от параметров 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐾, ℎ1.
Поскольку уравнение (1.6) не удалось решить в элементарных функциях, то

его решение формально представили эллиптической квадратурой:
�

𝑑𝑞√︀
(𝜆1 − 𝑞2) (𝜆2 − 𝑞2)

= −𝜆3𝑡+ ℎ0. (1.7)

Здесь ℎ0 – произвольная постоянная. Далее, заменой переменных

𝑞 = 𝑧
√︀
𝜆2, 𝑘2 =

𝜆2
𝜆1

равенство (1.7) приводится к классическому эллиптическому интегралу Лежандра
1 рода: �

𝑑𝑧√︀
(1 − 𝑧2) (1 − 𝑘2𝑧2)

= −𝜆3
√︀
𝜆1 𝑡+ ℎ2, (1.9)

где ℎ2 – произвольная постоянная. Решение 𝑧 (𝑡) этого интеграла (1.9) представ-
ляется лишь специальными эллиптическими функциями. Поскольку параметры
{𝑝, 𝑞, 𝑟} вектора p (1.3) нелинейно связаны между собой через интегралы (1.4),
(1.5) и равенства (1.8), то был сделан вывод, что решение {𝑝, 𝑞, 𝑟} уравнения (1.1)
также представляется в конечном итоге в эллиптических функциях (см., напри-
мер, [1, т.2, стр. 150-152], [2,], [3, стр. 89,97], [4, стр. 36], [5, стр. 196-197], [6, стр.
194-196], [7, т.3, стр. 123], [ 8, стр. 227-228], [9, стр. 388-389], [10, стр.106]).

1.2 Кинематические уравнения Пуассона

Проекции единичных ортов инерциальной системы координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍 на оси,
жестко связанные с телом, являются векторами 𝛼, 𝛽, 𝛾:

𝛼 =

⎡⎣ 𝛼1

𝛼2

𝛼3

⎤⎦ , 𝛽 =

⎡⎣ 𝛽1
𝛽2
𝛽3

⎤⎦ , 𝛾 =

⎡⎣ 𝛾1
𝛾2
𝛾3

⎤⎦ . (1.10)
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Векторы 𝛼, 𝛽, 𝛾 подчиняются уравнениям Пуассона (см., например, [1, т.2,
стр. 187], [ 3, с. 48], [4, стр. 34], [12, стр. 154], [15 стр. 34], [16, стр. 92]):

𝑑𝛼

𝑑𝑡
+ [p, 𝛼] = 0,

𝑑𝛽

𝑑𝑡
+ [p, 𝛽] = 0,

𝑑𝛾

𝑑𝑡
+ [p, 𝛾] = 0. (1.11)

Уравнения Эйлера (1.1) и Пуассона (1.11) структурно идентичны. На основа-
нии этого был сделан вывод, что решения уравнений Пуассона (1.11) также пред-
ставляются в эллиптических функциях [1, т.2, стр. 150-152], [2], [3, с. 89,97], [4,
стр. 36], [5, стр. 196-197], [6, стр. 194-196], [7, т.3, стр. 123], [8, стр. 227-228], [9, стр.
388-389], [10, стр. 106].

1.3 Уравнения Вольтерра-Жуковского

Существует еще одна система уравнений, которая структурно похожа на
уравнения Эйлера (1.1) с нулевой правой частью. Это уравнения Вольтерра-
Жуковского с постоянным вектором b в правой части уравнения [3, стр. 152-157,
305-307], [15, стр. 42], [17, стр. 85]:

𝑑 (Jp)

𝑑𝑡
+ [p,Jp] = [p,b] . (1.12)

Уравнения Пуассона и Вольтерра - Жуковского (1.12) также структурно по-
хожи на уравнения Эйлера (1.1). Из этого наблюдения был сделан аналогичный
вывод о том, что интегралы для этих систем определяются через эллиптические
функции (см., например, [3, стр. 101,305], [16,стр. 159], [17, стр. 85]).

В предлагаемой работе доказывается, что каждая из систем уравнений Эйле-
ра (1.1), Пуассона (1.11) и Вольтерра-Жуковского (1.12) имеет собственный век-
торный интеграл. При этом все компоненты этих интегралов представляются в
элементарных функциях, т.е., без эллиптических квадратур.

2. Постановка задачи метод и построение решения

Задача настоящей работы состоит в следующем:

1. Определить класс физических задач из динамики твердого тела, для кото-
рых правая часть уравнений Эйлера (1.1) равна нулю. Этот шаг являет-
ся важным, поскольку помогает понять структуру первых интегралов для
уравнений Эйлера с точки зрения физики движения.

2. Установить векторные интегралы для уравнений Эйлера (1.1), Пуассона
(1.11) и Вольтерра-Жуковского (1.12), компоненты которых представляются
в элементарных функциях (т.е., без эллиптических квадратур).

Принято считать, что уравнения Эйлера с нулевой правой частью (1.1) появляются
лишь в случае отсутствия внешнего силового поля, либо когда центр масс вращаю-
щегося тела неподвижно закреплен. И все же, названные хрестоматийные случаи
не являются исчерпывающими. К уравнениям Эйлера (1.1), например, приводит-
ся задача движения вращающегося твердого тела в центральном гравитационном
поле по сфере постоянного радиуса.
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Действительно, пусть каждая частица твердого тела с плотностью массы 𝑚 и с
координатой x в инерциальном пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍 подчиняется классическому
уравнению

𝑚
∙∙
x = −𝑚𝜇x

|x|3
, (2.1)

где 𝜇 – гравитационный параметр.
Если центр масс xc тела движется по круговой орбите радиуса 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то

«неподвижной точкой» для него является центр инерциальной системы координат
𝑂𝑋𝑌 𝑍. При этом предполагается, что вращение тела относительно собственного
центра масс xc происходит на оси 𝑂𝑅.

Для тел лабораторных размеров с «усредненным радиусом» тела 𝜌 ≈ 10м
в условиях Земли 𝑅 ≈ 6, 37 · 106м закон движения (2.1) можно упростить.
Поскольку в условиях Земли |x|3 ≈ (𝑅+ 𝜌)

3 ≈ 𝑅3
(︀
1 + 𝜌

𝑅

)︀3
. В этом случае

𝜌3

𝑅3 ≈ 10−15 ÷ 10−16 и поэтому величиной 𝜌3

𝑅3 можно пренебречь, т.е. можно при-

нять, что |x|3 ≈ 𝑅3
(︁

1 + 𝜌3

𝑅3

)︁
≈ 𝑅3. В этом случае уравнение движения (2.1) для

произвольной частицы xтвердого тела можно представить так:

𝑚
∙∙
x = −𝑚𝜇x

𝑅3
. (2.2)

Умножим векторно x на уравнение (2.2) и просуммируем по всему объему тела.
В итоге получаем производную вектора кинетического момента для тела:

∙
K0 =

�

𝑉

𝑚
[︁
x,

∙∙
x
]︁
𝑑𝜈 = 0. (2.3)

Поскольку
[︁
x,

∙∙
x
]︁

= 0, то из равенства (2.3) следует постоянство вектора кине-
тического момента:

K0 =

�

𝑉

𝑚
[︁
x,

∙
x
]︁
𝑑𝜈 = C =

−−−→
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.4)

Здесь C – вектор с произвольными постоянными величинами 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3:

C =

⎡⎣ 𝐶1

𝐶2

𝐶3

⎤⎦ . (2.5)

Метод решения задачи состоит из четырех этапов

1. Доказательство, что равенство (2.3) представляет собой динамическое урав-
нение Эйлера (1.1) в проекции на инерциальные оси.

2. Доказательство, что вектор (2.4) представляет собой полный интеграл урав-
нения Эйлера (1.1) в элементарных функциях.

3. Идентичность структуры уравнений Эйлера (1.1) и уравнений Пуассона
(1.11) дает возможность написать векторный интеграл для уравнений Пуас-
сона в элементарных функциях.
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4. Уравнения Вольтерра - Жуковского (1.12) заменой переменных приводятся
к динамическим уравнениям Эйлера (1.1). Это обстоятельство позволяет на-
писать для этих уравнений векторный интеграл в элементарных функциях,
аналогичный интегралу уравнений Эйлера.

3. Вывод динамических уравнений Эйлера в проекции на инерциальные
оси

Ключевым условием для нахождения векторного интеграла для уравнения Эй-
лера (1.1) является математически корректный вывод этих уравнений в проекции
на инерциальные оси.

Обозначим вектором x координату произвольной частицы тела в инерциальном
пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍. Пусть 𝑚- масса этой произвольной частицы. Далее свяжем
с телом систему координат 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
*, которая в неподвижной точке 𝑂 совпадает с

центром инерциальной системы 𝑂𝑋𝑌 𝑍. В этом случае произвольная частица тела
x имеет координату x′

* в связанной с телом системе 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
*. Фактор твердости

тела в этом случае обеспечивается тем, что векторы x и x′
* связаны между собой

ортогональной матрицей Q (см., например, [1, т.2, стр. 138], [3, стр. 42], [5, стр.51],
[11, т.2, стр. 238], [12, стр. 157], [14, стр. 17], [18, стр. 8], [19, стр. 129], [20, стр. 127]):

Q =⎡⎣ cos 𝜙 cos 𝜓 − sin 𝜙 cos 𝜗 sin 𝜓, − sin 𝜙 cos 𝜓 − cos 𝜙 cos 𝜗 sin 𝜓, sin 𝜗 sin 𝜓
cos 𝜙 sin 𝜓 + sin 𝜙 cos 𝜗 cos 𝜓, − sin 𝜙 sin 𝜓 + cos 𝜙 cos 𝜗 cos 𝜓, − sin 𝜗 cos 𝜓

sin 𝜗 sin 𝜙 sin 𝜗 cos 𝜙 cos 𝜗

⎤⎦ .
(3.1)

Здесь и далее параметры {𝜓, 𝜗, 𝜙} являются классическими углами Л. Эйлера.
В этом случае

x = Qx′
*, x =

⎡⎣ 𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎦ ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍, x′
* =

⎡⎣ 𝑥′*
𝑦′*
𝑧′*

⎤⎦ ∈ 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
*. (3.2)

Для удобства операцию векторного умножения
[︁
x,

∙
x
]︁
можно определить как

произведение кососимметричного оператора
∧
x (3.4) на вектор

∙
x. В этом случае

вектор K0(2.4) можно записать так:

K0 =

�

𝑉

𝑚
∧
x

∙
x𝑑𝑣. (3.3)

Здесь
∧
x – кососимметричная матрица, соответствующая вектору x, а знак ин-

теграла обозначает суммирование по всем частицам твердого тела:

x =

⎡⎣ 𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎦→ ∧
x =

⎡⎣ 0 −𝑧 𝑦
𝑧 0 −𝑥
−𝑦 𝑥 0

⎤⎦ . (3.4)
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Дифференцируем вектор K0 (3.3):

∙
K0 =

�

𝑉

𝑚
∧
x
∙∙
x𝑑𝑣. (3.5)

Далее, если вместо вектора
∙∙
x подставить правую часть равенств (2.2), то по-

лучаем вектор
∙
K0:

∙
K0 =

�

𝑉

𝑚
∧
x
∙∙
x𝑑𝑣 =

𝜇

𝑅3

�

𝑉

𝑚
∧
xx𝑑𝑣 = 0. (3.6)

Давайте продифференцируем равенство (3.2):

∙
x =

∙
Qx′

*,
∙
x
′
* = 0. (3.7)

Из равенства (3.2) следует, что:

x′
* = Q−1x. (3.8)

Подставляем равенство (3.8) в правую часть (3.7) и в итоге получаем кинема-
тическую формулу Эйлера скорости произвольной частицы тела в проекции на
инерциальные оси 𝑂𝑋𝑌 𝑍.

∙
x =

∙
QQ−1x = p̂0x = [p0,x] . (3.9)

Здесь p0 – вектор угловой скорости тела в проекции на инерциальные оси, а
∧
p0

– кососимметричный оператор, изоморфный вектору p0, а {𝜓, 𝜗, 𝜙} – классические
углы Эйлера:

p0 = Qp =

⎡⎣ 𝑝0
𝑞0
𝑟0

⎤⎦ =

⎡⎢⎢⎣
∙
𝜗 cos𝜓 +

∙
𝜙 sin 𝜗 sin 𝜓

∙
𝜗 sin𝜓 −

∙
𝜙 sin 𝜗 cos 𝜓

∙
𝜓+

∙
𝜙 cos 𝜗

⎤⎥⎥⎦ ,
∧
p0 =

∙
QQ−1 = Q

∧
pQ−1 =

⎡⎣ 0 −𝑟0 𝑞0
𝑟0 0 −𝑝0
−𝑞0 𝑝0 0

⎤⎦ . (3.10)

В формуле для вектора p0 (3.10) сомножитель p (1.3) – классический вектор

угловой скорости в проекции на оси, жестко связанные с телом, а
∧
p – кососиммет-

ричный оператор, изоморфный вектору p (1.3):

p =

⎡⎣ 𝑝
𝑞
𝑟

⎤⎦ , ∧
p = Q−1

∙
Q =

⎡⎣ 0 −𝑟 𝑞
𝑟 0 −𝑝
−𝑞 𝑝 0

⎤⎦ . (3.11)

Векторы p (1.3) и p0 (3.10) и матрицы
∧
p0 и

∧
p0 связаны между собой соотно-

шениями (3.10). Далее, подставим равенство

∙
x = −∧

xp0
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в формулу для вектора K0 (3.3):

K0 =

�

𝑉

𝑚
∧
x

∙
x𝑑𝑣 = −

�

𝑉

𝑚
∧
x
2

p0𝑑𝑣 = J0p0 ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍. (3.13)

Здесь J0 – тензор инерции относительно инерциальных осей 𝑂𝑋𝑌 𝑍 [21, стр.
80-81]. Заметим, тензор J0 не является постоянным:

J0 = −
�

𝑉

𝑚
∧
x
2

𝑑𝑣 ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍. (3.14)

Здесь
∧
x – кососимметричная матрица (3.4).

Лемма 1. Тензоры J0 (3.14) и J (1.2) связаны между собой формулой:

J0 = QJQ−1. (3.15)

Доказательство. Вектор x = Qx′
* (3.2) изоморфен кососимметричной матрице

∧
x (3.4). Из векторной записи (3.2) следует матричное представление этой связи:

∧
x = Qx̂′

*Q
−1. (3.16)

Из этого свойства (3.16) следует, что

∧
x
2

= Qx̂
′2
* Q−1. (3.17)

Таким образом, тензор инерции J0 (3.14) выглядит так [19, стр. 137 ]:

J0 = −
�

𝑉

𝑚
∧
x
2

𝑑𝑣 = QJ Q−1. (3.18)

Здесь J (1.2) – тензор инерции в проекции на связанные с телом оси 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
*.

Лемма доказана.

Будем полагать, что оси связанной с телом системы координат 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
* на-

правлены по главным осям инерции тела:

J = −
�

𝑉

𝑚

(︂ ∧
x′

*

)︂2

𝑑𝑣 =

⎡⎣ 𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

⎤⎦ . (3.19)

Подставляем выражения J0 = QJ Q−1 (3.18) и p0 = Qp (3.10) в вектор K0

(3.13) и получаем в итоге:

K0 = J0p0 = QJ Q−1Qp = QJp. (3.20)

Заметим, вектор K0 (3.20) является постоянным из-за свойства центрального
поля (2.1):

K0 = QJp =
−−−→
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.21)
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Полученный вектор K0(3.21) дифференцируем и получаем в итоге динамиче-
ское уравнение Эйлера в проекции на инерциальные оси 𝑂𝑋𝑌 𝑍:

𝑑 (QJp)

𝑑𝑡
=

∙
QJp + QJ

∙
p = Q

(︂
Q−1

∙
QJp + J

∙
p

)︂
= Q

(︂
J

∙
p +

∧
pJp

)︂
= 0. (3.22)

Поскольку detQ = 1, то из равенства (3.22) следуют уравнения Эйлера (1.1).
Для этого достаточно уравнение (3.22) умножить слева на матрицу Q−1.

4. Векторные интегралы для уравнений Эйлера, Пуассона и Вольтерра-
Жуковского

Из равенства (3.22) следует, что решением уравнения Эйлера (1.1) является
вектор

Jp = Q−1C, (4.1)

где C – произвольный вектор постоянных величин (2.5).
Доказательство проверяется обычным дифференцированием вектора (4.1):

𝑑 (Jp)

𝑑𝑡
=
𝑑
(︀
Q−1

)︀
𝑑𝑡

C = −
∧
pQ−1C = −

∧
pJp. (4.2)

Здесь было использовано свойство матрицы Q−1 [19, стр. 150]:

𝑑

𝑑𝑡

(︀
Q−1

)︀
= −

∧
pQ−1. (4.3)

Заметим, равенство (4.3) легко получить, дифференцируя тождество
QQ−1= E.

Покажем, что из решения (4.1) следуют классические интегралы (1.4), (1.5).
Действительно ⟨Jp,Jp⟩ =

⟨︀
Q−1C,Q−1C

⟩︀
= ⟨C,C⟩ = |C|2.

Вывод второго скалярного интеграла ⟨Jp,p⟩ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (1.5) из равенства (4.1)
требует некоторого количества вспомогательных операций. Для этого продиффе-
ренцируем выражение ⟨Jp,p⟩ =

⟨︀
Q−1C,p

⟩︀
и докажем, что оно тождественно

равно нулю:

𝑑

𝑑𝑡

⟨︀
Q−1C,p

⟩︀
=

⟨
−

∧
pQ−1C,p

⟩
+
⟨
Q−1C,

∙
p
⟩

=
⟨
Jp,

∙
p
⟩
. (4.4)

Заметим при этом, что
⟨
−

∧
pQ−1C,p

⟩
=

⟨
Q−1C,

∧
pp

⟩
≡ 0, поскольку

∧
pp ≡ 0.

В выражении (4.4) были использованы равенства (4.1) и (4.3). Поскольку вектор-

ное произведение [p,Jp] тождественно умножению кососимметричной матрицы
∧
p

(3.11) на вектор Jp, то уравнения Эйлера (1.1) в векторном виде можно предста-
вить так:

J
∙
p +

∧
pJp = 0. (4.5)

Заменим вектор
∙
p в равенстве (4.4) на выражение

∙
p = −J−1

∧
pJp, которое сле-

дует из уравнения Эйлера (4.5). Докажем теперь, что
⟨
Jp,−J−1

∧
pJp

⟩
≡ 0.
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Действительно, J−1
∧
pJp =

⎡⎣ 𝐴−1𝑞𝑟 (𝐶 −𝐵)
𝐵−1𝑝𝑟 (𝐴− 𝐶)
𝐶−1𝑞𝑝 (𝐵 −𝐴)

⎤⎦ и в этом случае

⟨⎡⎣ 𝐴−1𝑞𝑟 (𝐶 −𝐵)
𝐵−1𝑝𝑟 (𝐴− 𝐶)
𝐶−1𝑞𝑝 (𝐵 −𝐴)

⎤⎦ ,Jp⟩ = 𝑝𝑞𝑟 (𝐶 −𝐵 +𝐴− 𝐶 +𝐵 −𝐴) ≡ 0.

Таким образом,
⟨
Jp,

∙
p
⟩

= 0. Следовательно, ⟨Jp,p⟩ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, что и требовалось
доказать.

Аналогично выражению (4.1) решениями уравнений Пуассона (1.11) являются
векторы:

𝛼 = Q−1h1, 𝛽 = Q−1h2, 𝛾 = Q−1h3, (4.6)

где h1,h2,h3 - произвольные постоянные векторы. В частности, решениями урав-
нений Пуассона (1.11) являются строки матрицы (3.1). Утверждение легко прове-
ряется дифференцированием векторов (4.6) с использованием свойства (4.3).

Утверждение 3. Фундаментальным решением уравнения Вольтера-
Жуковского

𝑑 (Jp)

𝑑𝑡
+ [p,Jp] =

∧
pb (4.7)

является вектор
Jp = Q−1C + b. (4.8)

Здесь b – заданный по условию задачи постоянный вектор, C – произвольный
постоянный вектор (2.5).

Доказательство. Давайте продифференцируем вектор (4.8):

J
∙
p = −

∧
pQ−1C. (4.9)

Из равенства (4.8) следует, что Q−1C = Jp−b. В этом случае выражение (4.9)
преобразуется так:

J
∙
p = −

∧
pQ−1C = −

∧
p (Jp− b) . (4.10)

Таким, образом, векторный интеграл (4.8) полностью удовлетворяет уравне-
нию Вольтерра-Жуковского (4.7).

Заключение

1. Классические утверждения о том, что первые интегралы для динамических
уравнений Эйлера с нулевой правой частью («случай Эйлера-Пуансо») обя-
зательно содержат эллиптические квадратуры, оказались некорректными.

2. Уравнения Эйлера для данного случая являются полной производной от век-
тора кинетического момента (в проекции на инерциальные оси). Все ком-
поненты вектора кинетического момента представляются в элементарных
функциях.
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3. Все известные классические интегралы для этого случая являются следстви-
ем векторного интеграла кинетического момента.

4. Поскольку уравнения Пуассона и Вольтерра-Жуковского структурно похо-
жи на уравнения Эйлера, то и уравнения Пуассона и Вольтерра-Жуковского
также имеют соответствующие векторные интегралы, выраженные в элемен-
тарных функциях.
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